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Chapitre 1

Nombres réels et suites

1.1 Ensemble N et raisonnement par récurrence

1.1.1 Rappel

Rappel 1 :
Nous savons qu’une opération x est appelée lot de composition interne dans un ensemble non vide E s1 :

V a,beE ona: axbeFk

En d’autres termes, x : E x E — E est une application associant & tout élément (a,b) € E x E I’élément

axb € E. On dit dans ce cas que le couple (E, %) est un magma'.

Un magma (E, %) est appelé groupe si et seulement si :

1. la loi % est associative : Va,b,c € E on a
(axb)*c=ax(bxc)

2. la loi x admet un élément neutre unique e : il existe un et un seul élément e € E tel que Va € B

on a
akxe=ekxa=a

3. chaque élément a de E posséde un élément symétrique o unique :
VaoeE Jad €E: a*xd =ad xa=c¢e

Si (E,x) est un groupe et qu’en plus la loi x est commutative, c’est 6 dire axb=bxa VY(a,b) € ExXE
alors on dit que (E, %) est un groupe commutatif ou encore groupe abélien?.

Définition 1 (Relation d’ordre total) :

considérons R une relation définie sur un ensemble non vide E i.e. R est une partie du produit cartésien
ExE.

On dit que R est une relation d’ordre sur E st :

1. Rien & voir avec ces roches volcaniques ...
2. En hommage au mathématicien norvégien Niels Henrik ABEL né le 5 aotat 1802 et mort le 6 avril 1829



© Dr Zihindula Biguru Lucien Notes d’Analyse Infinitésimale

1. R est réflexive i.e. Vx € E on a xRz ;
2. R est antisymétrique i.e. Vr,y € B, si TRy et yRa alors x =y ;

3. R est transitive 1.e. Vx,y,z € E, si TRy et yRz alors xR z.

Définition 2
Considérons R une relation d’ordre sur E.

On dit que R est un ordre total sur E, ou encore que l'ensemble E est totalement ordonné par la relation R,
siVe,y € E on a soit xRy ou alors yRzx.

Remarque 1 :
De maniére générale on note par < toute relation d’ordre dans un ensemble donné.

Définition 3 (majorants, minorants, ...) :
Considérons A une partie non vide d’un ensemble ordonné (E, <).

1. on dit qu’un élément M € E est un majorant de A siNx € A onax < M ;

2. on dit qu’un élément m € E est un minorant de A siVr € Aonam < x;

3. on dit qu’un élément y € E est un plus grand élément de A siy est un majorant de A et y € A;
4. on dit qu’un élément y € E est un plus petit élément de A si y est un minorant de A ety € A;

5. on dit qu’un élément b € E est une borne supérieure de A si b est un plus petit élément de [’ensemble
des majorants de A ;

6. on dit qu’un élément b € E est une borne inférieure de A si b est un plus grand élément de l'en-
semble des minorants de A ;

Remarque 2 (Unicité du plus petit élément) :
si (E,<) est totalement ordonné et qu’un sous-ensemble A de E posséde un plus petit élément, alors ce
dernier est unique et on le note min(A).

1l en résulte que si lordre < est total alors la borne supérieure de toute partie A C E est également unique
en tant que plus petit élément de l'ensemble des majorants. Dans ce cas on la note sup(A).

En guise de justification, supposons que A admette deux plus petits éléments z et y.
— comme z est un plus petit élément de Aet y€ Aonax <y (*);

— comme y est un plus petit élément de Aet x € Aonay <z (k*);
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— comme l'ordre est total alors (%) et (x*) entrainent que x =y
De maniére générale la borne supérieure d’un ensemble A C F peut ne pas appartenir 4 A.
Cependant, il existe dans ce cas , des éléments de A qui s’approchent de cette borne autant que possible.

Plus précisément :

Proposition 1 :

Considérons (E, <) un ensemble ordonné.

Si a est la borne supérieure d’un sous -ensemble non vide A C E alors Vr € E avec x < « , il eziste y dans
Atel quex <y<a

En effet, soit x € E tel que z < a.
S’il n’existe pas d’éléments y € A tel que z < y alors x est un majorant de A qui est en plus strictement
plus petit que la borne supérieure de A. Ce qui est contradictoire. Il existe donc y € A tel que x < y.
Comme en plus « est majorant de A, alorsy <o W

1.1.2 Entiers naturels

Rappelons que 'ensemble N = {0,1,2,---} est 'ensemble des entiers naturels.
11 est largement suffisant pour compter les éléments d’un ensemble dénombrable.

L’addition ordinaire est une loi de composition interne dans ’ensemble N des entiers naturels car
Va,be N, (a+0b) €N

Cette loi de composition interne posséde les propriétés suivantes :

1. Associativité :

Va,b,ceN, (a+b+c=a+(b+c)
2. 0 est I’élément neutre :

VaeN, a+0=04+a=a
3. La structure (N,+) n’est pas un groupe étant donné que seul I'élément neutre (0 € N) admet son
opposé dans N.

4. Notons enfin que ’addition dans N est commutative car :
Va,beN, a+b=b+a

Définition 4 :
St a et b sont deux entiers naturels tels que b= a+1, on dit que b est le successeur de a. Dans ce cas a est
le prédécesseur de b.

Remarquons que dans N chaque élément posséde un successeur (N n’a pas de plus grand élément) mais
seul ’élément 0 n’a pas de prédécesseur.

UOB, Mars 2025 6 Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025
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1.1.3 Relation d’ordre dans N et Raisonnement par récurrence

Considérons la relation < définie dans N, Vm,n € N par :m < n il existe un entier naturel k tel que
m+k=n.

Proposition 2 :
(N, <) est totalement ordonné.

Exercice 1 :
Démontrer que (N, <) est totalement ordonné.

L’ensemble N posséde un certain nombre d’intéressantes propriétés parmi lesquelles nous admettons la
proposition suivante (trés intuitive) :

Proposition 3 :
Tout sous-ensemble non vide de N admet un plus petit élément.

Proposition 4 :
N n’admet pas de plus grand élément mais toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

Proposition 5 (Base de la récurrence) :
Si A est une partie non vide de l'ensemble N tel que 0 € A et chaque élément de A posséde son successeur

dans A alors A = N.

Cette propriété, quoique trop intuitive pour qu’il faille la démontrer, posséde une importante implication
logique connue sous I'appellation raisonnement par récurrence.
Il s’agit d'un raisonnement mathématique permettant de prouver qu'une propriété P(n) dépendant d’un
nombre entier naturel n est valable (ou pas) pour tous les entiers naturels.

La mise en oeuvre du raisonnement par récurrence comporte généralement deux étapes :

1. Conditions initiales :

cette étape consiste & vérifier si 0 appartient & I’ensemble A C N des entiers naturels pour lesquels la
propriété P(n) est vraie.

Concrétement, en plus de vérifier si la propriété est vraie pour 0 € A, on soutient généralement
Pintuition en vérifiant la propriété pour quelques successeurs successifs de 0 (1,2,3,...).

Il arrive méme que la propriété ne concerne que des entiers non nuls, cas dans lequel les conditions
initiales commencent par 1. Plus exactement, elles commencent par le plus petit entier n pour lequel

la propriété est concernée®.

2. Montrer le caractére héréditaire de la propriété :

cette étape consiste d’abord & supposer que la propriété est vraie pour UN entier n (hypothése de
récurrence) et d’en déduire ensuite que la propriété reste vraie pour le successeur n + 1 de n.

3. Dans ce cas, on démontre par récurrence qu’une propriété P(n) est vraie Vn > ng € N si P (no) est vraie et si P (n+ 1)
est vraie dés que 'on suppose que P(n) est vraie.

UOB, Mars 2025 7 Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025
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Au terme de ces deux (trois?) étapes, on peut conclure que la propriété P(n) est vraie Vn € N

Ilustration 1 :
Est-il vrat que Yn € N on a :
n(n+1)

0+ 142+ dn="—y

Résolution et discussion :

1. Conditions initiales :

— si n =0, la propriété est vérifiée car 0 = %

— sin =1, la propriété est vérifiée car 0 + 1 = %
— si n = 2, la propriété est vérifice car 0+ 1+ 2 = %
— si n = 3, la propriété est vérifiée car 0 +1+2+ 3
— si n =4, la propriété est vérifiée car 0 +1+4+2+ 3

_ 34
s 4.5
td=

2. Hypothése de récurrence : admettons que cette propriété soit vraie pour un entier naturel n,
c’est-a-dire,
n(n+1)

0+142+ fn="——

3. Montrons alors que cette propriété reste vraie pour n +1 :

0+1424 - +m+1) = 0+14+2+4---n+(n+1)
= 0+1+24+---n)+(n+1)
nn+1) . . )
i + (n+1) d’aprés 'hypothése de récurrence
n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2
(n+1)[(n+1)+1]
2

Comme nous déduisons de 'hypothese de récurrence que 0 +14+2+---+ (n+ 1) = w,

c’est-a-dire, que la propriété reste vraie pour n+ 1 dés que I'on suppose qu’elle est vraie pour n, alors
cette propriété est vraie pour tout entier naturel n € N.

Ainsi par exemple, 0+ 1+ 2+ - -+ 4 10000 = 1090010001 — 50005000

UOB, Mars 2025 8 Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025



© Dr Zihindula Biguru Lucien

Notes d’Analyse Infinitésimale

Remarque 3 (Formulation plus générale du raisonnement par récurrence) :

P(n) étant une propriété dépendant d’un entier naturel n et ny désignant un entier naturel quelconque,
le raisonnement par récurrence permel de montrer en deux étapes que la propriété P(n) est vraie Vn > ng :

1. On vérifie que la propriété P(n) est vraie pour n = ngy (condition initiale) ;

2. On suppose que la propriété est vraie pour un entier n > ng (Hypothése de récurrence) et on en déduit
que la propriété reste vraie pour n + 1.

1.2 Exercices

Exercice 2 :
Montrons que ¥Yn > 6,

SOLUTION :

2" > 6n 47

1. Condition initiale :sin=6o0na2"=20=64et 6n+7=6 x 6+ 7 = 43.

Comme 64 > 43 alors pour n=6on a 2" > 6n+7

2. Considérons un entier n > 6 et admettons (Hypothése de récurrence) que 2™ > 6n + 7

2n+1

I | (I AV

>

2 x 2"

2 x (6n+7) par Hypothése de récurrence
12n + 14

6n+6+6n+7+1

(bn+6)+7+6n+1
6(n+1)+7+6n+1

6(n+1)+7

Comme 27! > 6(n + 1) + 7 alors la propriété est vraie pour n 4 1 et par conséquent,

Exercice 3 :

Montrer que 22"

SOLUTION :

VYn>6, 2">6n+7

+ 2 est multiple de 3 pour tout entier naturel n

1. Condition initiale : pour n =0 on a 22" + 2 = 29 + 2 = 3 qui est évidemment un multiple de 3.

UOB, Mars 2025
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2. Admettons que 22" + 2 soit un multiple de 3.

Dans ce cas il existe k € N tel que 22" + 2 = 3k.

22(n+1) + 9 = 22n+2 + 9

4% 2% 42

(3x 2% +1x2%") +2

3% 2% 422" 49

3 x 22" 4 (2" + 2)

3 x 22" + 3k (d’aprés Phypotheése de récurrence)
= 3x(2"+k)

Comme 22"t1) 42 = 3 % (2" + k), c’est a dire que 22**1) 4 2 est multiple de 3 alors la propriété reste
vraie pour n + 1 et on en déduit qu’elle est vraie pour tout entier naturel n.

1.3 Corps R des nombres réels

Nous savons que ’ensemble N des entiers naturels ne dispose pas de structure de groupe lorsque 'on y
considére ’addition usuelle qui y est une loi de composition interne.

L’une des conséquences de cette lacune de structure est que les équations du type a + x = b ne sont pas
toujours résolubles dans N.
Elles le sont toujours dans Z suite au fait que (Z,+) est un groupe (abélien).
L’addition dans Z est effectivement associative, admet 0 comme élément neutre et chaque élément de Z
posséde son opposé dans Z.

A titre d’exemple, I’équation 5+ 2 = 3 est impossible dans N mais elle admet S = {—2} comme ensemble
des solutions dans Z.

En plus de la structure de groupe que posséde (Z,+), rappelons que la multiplication dans Z est asso-
ciative et distributive par rapport & I'addition et admet 1 comme élément neutre.

Lorsque 'on dispose d’un ensemble F muni de deux lois de composition internes * et T, on dit que
(E,*,T) est un anneau si :

1. (E,*) est un groupe abélien ;

2. T est associative et distributive par rapport & %

Si en plus de ces deux conditions, la loi T admet un élément neutre, on dit que (E, %, T) est un anneau
unitaire.

UOB, Mars 2025 10 Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025
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De maniére générale, la premiére loi d’un anneau est notée additivement tandis que la seconde est notée
multiplicativement.
Il en résulte que I’élément neutre de la premiére loi d’'un anneau est souvent appelé 1’élément nul (noté 0)
tandis que celui de la seconde loi est 1’élément unité (noté 1).

Pour un anneau (E,+, x) on note E* = E \ {0} I'ensemble des éléments non nuls.

Un ensemble E muni d’une addition (+) et d’une multiplication () internes est un corps si les conditions
suivantes sont remplies :

1. (E,+, x) est un anneau;

2. (E*, x) est un groupe

Si en plus de ces conditions, la multiplication est commutative, le corps (E, 4, X) est un corps commutatif.

Une partie non vide F' d’un corps (K, +, X) en est un sous-corps si la restriction a F' de ’addition et de
la multiplication internes de K fait de (F,+, X) un corps.

[’ensemble Z posséde donc une structure d’anneau unitaire lorsque 1’on y considére les lois d’addition et
de multiplication usuelles.
Toutefois, il convient de souligner le fait que anneau (Z, +, X) n’est pas un corps.
En effet, la structure (Z*, xX) n’est pas un groupe pour la simple raison que dans Z* seuls -1 et 1 sont inver-
sibles.

Une des conséquences de cette lacune de la structure (Z,+, x) est que les équations de la forme a x x = b
(avec a # 0) ne sont pas nécessairement résolubles dans Z.

L’ensemble Q = {%, a€Z et be N*} est le corps des nombres rationnels.
Les nombres rationnels sont donc des nombres qui peuvent se mettre sous forme de fraction de deux nombres
entiers.

Les différences entre les corps Q et R sont plus subtiles.

Durant I’Atiquité , les babyloniens utilisaient déji un systéme de numération en base 60 ; systéme dans
lequel toute quantité pouvait s’exprimer sous la forme a + % + g5z T
Avec ce systéme sexadécimal, tous les nombres étaient donc des fractions et cela s’avérait suffisant pour les
besoins mathématiques de I’époque .

Un saut conceptuel gigantesque fut réalisé vers 500 avant JC lorsqu’il fut découvert des quantités comme
v/2 qui ne peuvent jamais s’écrire comme fraction de deux nombres entiers.
Ce fut la découverte des nombres irrationnels qui permettent de compléter ’ensemble Q afin d’obtenir
I’ensemble R des nombres réels :
R = QU {irrationnels}

UOB, Mars 2025 11 Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025
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1.3.1 Irrationalité de certains nombres

Comme souligné ci-haut, 'ensemble Q des nombres rationnels est :
Q:{%: a€l et bEN*}

Parmi les sous-ensembles de @Q on peut mentionner ’ensemble D des nombres décimaux que 'on peut
définir par :
a
D:{— avec a€Z et nGN}
10™

Remarque 4 :
on démontre qu’un nombre est rationnel ssi il admet une écriture décimale périodique ou finie.
1l en résulte que Uécriture décimale d’un nombre irrationnel est nécessairement infinie et non périodique.

La Géométrie élémentaire nous fournit plusieurs exemples des nombres irrationnels parmi lesquels on
peut revenir sur /2 qui est la mesure de la diagonale d’un carré dont le coté mesure 1. On peut également ci-
ter le nombre 7 qui est le rapport de la mesure de la circonférence de tout cercle sur la mesure de son diamétre.

Montrons, effectivement, que /2 n’est pas rationnel.

En supposant par absurde, que v/2 est rationnel, on admet I’existence de deux nombres entiers a et b,
premiers entre eux ( aprés une éventuelle simplification) tels que

\/525 (*)

De la fraction (x) on déduit, en élevant les deux membres au carré, que :
2
_a 2 _ 512
Comme cette derniére égalité lie deux nombres entiers a? et 2b%, alors a? est un nombre entier pair.
Dans ce cas, a est lui-méme pair et il existe donc d €N tel que

a=2d (%)
En placant la relation (xx) dans a? = 2b? on obtient :
4ar* = 26 = b? = 2ar°
Dans ce cas , b? est pair, et donc b aussi. Il existe donc b € N tel que b= 2b'.

Comme 2 divise & la fois a et b on conclut que la fraction v/2 = 7= % n’est pas irréductible .

Ce qui est contradictoire W .

En plus du fait que (R,+, X) est un corps commutatif, la relation < définie V. x,y € R par z < y gl
existe z € Ry tel que x = y — z est un ordre total.

En effet,
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— la relation < est réflexive car z <z, VreR;
— la relation < est antisymétrique car V. z,y € R, z <y et y < z impliquent que = = y;

— la relation < est transitive car V. x,y,z € R, x <y et y < z impliquent que = < z.
En outre, quels que soient x et y dans R on a nécessairement x < youy < x

1.3.2 Propriété d’Archiméde dans R

Commencons cette section par le caractére archimédien de ’ensemble R.

Il existe plusieurs versions de I'axiome Archiméde dans un ensemble des nombres totalement ordonné.
L’une des plus répandues affirme que pour deux grandeurs inégales il toujours un multiple entier de la plus
petite qui soit supérieur & la plus grande.

En d’autres termes, si les quantités x et y sont telles que x < y il existe n € N tel que y < nx.
Quelle que soit la formulation considérée , on dira d’une structure totalement ordonnée qu’elle est archimé-
dienne si elle vérifie une propriété similaire & ’axiome Archiméde .

Proposition 6 :
le corps totalement ordonné (R, +, x, <) est archimédien . En d’autres termes :

V z€R, dneN: n>x

Remarque 5 :

La propriété Archimede pour R, 4 premiére vue évidente , affirme que quel que soit le nombre réel x il existe
un nombre entier naturel qui lui soit strictement supérieur . On pourrait traduire le caractére archimédien
des nombres réels en disant que U’ensemble N C R n’est pas majoré dans R.

Définition 5 (Partie entiére ) :
Considérons x €. On appelle partie entiére de x, le nombre entier noté E(x) qui est tel que E(z) < x <
E(z)+1

E(23,675) =23, FE(-2,34)=-3,---
Montrons que pour tout nombre réel z, la partie entiére E(x) existe et est unique.
— Existence :
Considérons x un nombre réel positif. D’aprés la propriété d’Archimeéde, il existe un entier naturel
n € N tel que n > =z.
Dans ce cas, ’'ensemble K = {k € N: k <z} est fini car tout élément k € K est un entier naturel

tel que 0 < k < n.

Comme toute partie finie de N admet un plus grand élément, notons :

kmaz = mazK

UOB, Mars 2025 13 Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025



© Dr Zihindula Biguru Lucien Notes d’Analyse Infinitésimale

D’une part kg < x car kpee € K .

D’autre part, kyae + 1>z car kg +1 ¢ K

kmaz <

koo 1> 2 on déduit que :

Du systéme {

kmar <2 < kmaz +1

En prenant E(x) = kper = mazx{k € N: k <z}, la partie entiére E(x) existe donc et remplit bien
la condition F(z) <z < E(z) +1

— Unicité
Montrons que la partie entiére E(x) est unique Vo € R

Supposons qu’il existe, pour un réel x, deux nombres entiers n; et ny tels que

nm<zcz<n+1l et n<r<ng+1

<
{n1_$<n1—|—1 =>n<z<n+l=n <ne+1 (i)

no <x<ng+1

En inter changeant les roles de ny et no on déduit également de ce systéme que :
nya<z<n +l—ny<n+1 (i)

() et (i7) impliquent que :

=>n—1<ng<n;+1

nt<no+1 - ni—1<ns
ng <mnjp+1 ng <nj+1

Comme il n’existe qu’un nombre entier ni entre ny —1 et ny + 1, alors la relation n; —1 < no < ni+1
implique que ny =no, M

Le cas z < 0 est similaire.

1.3.3 Ensemble R comme espace métrique

Définition 6
Considérons E un ensemble non vide et d : E X E +— R une application.
On dit que d: E X E— R est une distance sur E ssi

— Positivité : d(a,b) >0 VYa,be E;

— Non dégénérescence : d(a,b) =0 ssia=0»b;
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— Symétrie : d(a,b) =d(b,a) VYa,be E;
— Inégalité triangulaire : d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) Va,betce E

Remarque 6 :
lorsqu’un ensemble E est muni d’une distance d on dit que (E,d) est un espace métrique .

Définition 7 (Valeur absolue) :
pour tout nombre réel x, la valeur absolue |x| de x est , par définition,

x st x>0
o] = -z st x<0

La valeur absolue posséde les propriétés suivantes :
1. |x| > 0;
2. || =0ssix=0;

3. [—xf = [af;

4. |z +y| <z + |yl

Remarque 7 ( Distance naturelle sur R) :
A la valeur absolue |z| dans R est naturellement associée une distance d : R x R dans R, définieV x,y €T
par

d(z,y) = [y — 2|

L’application ainsi définie est effectivement une distance sur R car :
— Positivite : d(x,y) = |y —z| > 0;

— Non dégénérescence : d(z,y) =0=|ly—z|=0=>y—z=0=2 =y,
— Symétrie : d(y,z) = |z —y| = |y — z| = d(x,y),
— Inégalité triangulaire d(z,2) = |z —z|=|(z —y) + (y — )| < |y — 2| + |z —y| = d(z,y) + d(y, 2)

1.3.4 Densité de Q dans R

Dans les lignes qui suivent, nous établissons I'importante propriété de la densité de 'ensemble Q des
nombres rationnels dans celui des nombres réels ( ainsi que celle de la densité de I'ensemble R \ Q des
nombres irrationnels dans celui des nombres réels ).

En d’autres termes, tout intervalle de R contient une infinité des nombres rationnels ainsi qu’une infinité des
nombres irrationnels.
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Intervalles

Rappelons qu'un intervalle de R est un sous-ensemble I C R vérifiant la propriété :
V a,bel,V z€eR (a<z<b=z€l)

Ainsi, dés qu’un intervalle contient deux réels distincts, il contient tous les réels qui leurs sont intermédiaires .

Un intervalle ouvert est un sous-ensemble de R de la forme Ja,b[ = {z € R: a <z <b} ot a et b sont
des éléments de R = R U {—o00, +00}.

Définition 8 (Voisinage) :
soit a € R et V C R un sous-ensemble quelconque de R.
On dit de V' que c’est un voisinage du point a s’il existe un intervalle ouvert I tel que a € I et I C V.

Densité

Proposition 7 :
tout intervalle I de R contient un nombre rationnel.

Remarque 8 (Constats préliminaires a la démonstration) :
— Considérons I un intervalle quelconque de R. Comme I contient nécessairement un intervalle ouvert
de la forme |a,b|, avec a,b € R, il nous suffira de montrer que tout intervalle |a,b[ contient un nombre
rationnel v pour achever la démonstration ( sans nuire a sa généralité ).

— Considérons un intervalle ouvert |a,b| .

Ezhiber un nombre rationnel r = g tel quep € Z,q € N*, équivaut o trouver un entier naturel non nul
q et un entier relatif p tel que :
a<§<b<:>aq<p<bq

Or, pour que l'intervalle Jaq, bq| contienne un nombre entier p, il suffira que son amplitude bqg — aq =
q(b—a) dépasse 1.

1. Forts de ces constats, commengons par justifier, pour tout intervalle ]a, b[, Iexistence d’un entier natu-
rel non nul ¢ tel que 'amplitude bg—aq = q(b—a) de l'intervalle Jagq, bg[ soit strictement supérieure a 1.

Comme R est archimédien et ﬁ € R, il existe un entier naturel ¢ non nul tel que :
1
b a <gel<qgb—a)eqb—a)=gb—qa>1

Dans ce cas, U'intervalle Jaq, bq[ contient au moins un nombre entier.
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2. Considérons le nombre entier p (car somme de deux entiers) défini par :

p=FE(aq) +1

Par définition de la partie entiére d’un réel on a,
E(aq) <aq < E(aq)+ 1< aqg<p ou encore

p
a <= 1.1
. (L.1)

En outre, de la relation p = E(aq) + 1 on tire que p — 1 = E(aq) < aq

Comme p — 1 < aq alors % < a, ou encore

1 1
b Ccael<ay-
qa 49 q q
Comme§§a+%etq>ﬁi.e.%<(b—a) alors :
1
22§a—|—7<a—{—(b—a):b
q q

On obtient alors :
p
- <b (1.2)
q
En combinant les relations 1.1 et 1.2 on obtient :
{ a
p
q
p
q

CommepEZ,qEN*eta<§<balors

<P
¢ sa<cyp
<b q
est un nombre rationnel appartenant a Ja,b] W

Proposition 8 :
tout intervalle I de R contient un irrationnel.

Remarquons d’abord que la somme x = r + 4, d’un rationnel r et d’un irrationnel ¢ est nécessairement
irrationnelle car si x était rationnel, la différence x — r = 4 serait également rationnelle compte tenu du fait
que (Q,+) est un groupe. Or i est irrationnel.

Considérons |a, b[ un intervalle ouvert quelconque.
Pour montrer que I contient nécessairement un irrationnel, remarquons que d’aprés la proposition 7, que
Vintervalle I = ]a — \/5, a+ \/§[ contient un rationnel 7r.

De la relation a — V2 < r < a + v/2 on déduit que :
r+v2ela, b

Ce qui achéve d’établir que l'intervalle |a, b contient nécessairement un nombre irrationnel r + /2
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Proposition 9 (Densité de Q et de R\ Q dans R) :

— L’ensemble Q des nombres rationnels est dense dans l’ensemble R des nombres réels : en d’autres
termes, tout intervalle de R contient une infinité des nombres rationnels.

— L’ensemble R\ Q des nombres irrationnels est dense dans l’ensemble R des nombres réels : en d’autres
termes, tout intervalle de R contient une infinité des nombres irrationnels.

Comme tout intervalle de R contient nécessairement un intervalle ouvert de la forme ]a, b[, il nous suffit
de montrer que tout intervalle de la forme I = ]a, b[ contient une infinité des rationnels et diirrationnels.

Considérons I = ]a, b[ un intervalle ouvert quelconque. Il est évident que pour tout entier naturel n > 1,
les n intervalles ci-dessous sont des sous-intervalles de I = |a, b] et ils sont deux a deux disjoints :

b— b— 2(b — —1D(b—
11::|G,a—|- a|:7 12::|0/+ a7a+ ( a)|:7"'7[n::|a+(n)(a)7l)
n n n n

Tout intervalle I C R contient un nombre rationnel.
D’aprés les propositions 7 et 8, chacun des sous intervalles I, I, - - -, I, contient un rationnel et un irration-
nel.
Dans ce cas, tout intervalle = |a, b| contient au moins n rationnels et n irrationnels.

Comme ceci est vrai V' n > 1, on en déduit que tout intervalle = ]a, b[ contient une infinité des rationnels
et d’irrationnels. B

1.3.5 Propriété de la borne supérieure dans R
Rappelons qu’en considérant la relation d’ordre total définie sur R par :
r<y ssi 4 zeRy: y=x+=z
— Un réel « est appelé plus grand élément d’une partie non vide A de R si :
a€A et V zeAr<a

On sait que lorsqu’il existe, le plus grand élément d’une partie A est unique et on le note max A

— Le plus petit élément d’une partie non vide A de R , ¢’il existe, est le seul réel «, noté min A tel

que :
a€A et VreAx>a

Ainsi, par exemple, max [a,b] = b, min[a,b] = a, mais |a,b] n’a ni le plus grand ni le plus petit

élément .

— Nous savons qu’un réel M est un majorant d’une partie non vide A de RsiVe € A, = < M.
On dit qu’un réel m est un minorant d’'une partie non vide Ade RsiVx € A, x> m.
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Définition 9 (Borne supérieure) :
Considérons A une partie non vide de R.
— Le réel a est la borne supérieure de A si « est le plus petit des majorants de A.
Dans ce cas on note o = sup A. En d’autres termes :
a=supA&|[VreAdz<a) e (si BER esttelque Yyc Ajy<p alors (> a)]
— Le réel a est la borne inférieure de A si a est le plus grand des minorants de A.
Dans ce cas on note o = inf A. En d’autres termes :
a=infAs [(VreAz>a) e (si BER esttelque Yye A,y >0 alors B <a)

Ainsi, par exemple, sup]2,9] =9, sup[—7,10] =10, inf]2,+oo][ =2, mais |2, +oo[ n’admet pas de borne
supérieure .

L’une des caractéristiques de 'ensemble R par rapport & cette notion de borne supérieure se résume dans
la proposition ci-dessous que nous admettons avant d’établir une importante caractérisation de la borne
supérieure d’une partie non vide de R.

Proposition 10 :
1. Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure :

2. Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure .

Proposition 11 (Caractérisation de la borne supérieure) :
Soit A une partie non vide et magjorée de R.
La borne supérieure de A est 'unique réel sup A tel que :

1. Sixz € A alors x <supA;
2. Pour tout nombre réel y < sup A, il existe x € A tel que y < x.

En effet,

1. Conditions nécessaires :

Admettons que sup A soit effectivement un majorant de A.

(a) Comme sup A est, en particulier, un majorant de A, il vérifie nécessairement la condition 1 :

si x€ A alors z<supA
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(b) Soit y € R tel que y < sup A.
Comme sup A est le plus petit des majorants de A, alors y n’est pas un majorant de A : cela
signifie qu’il existe au moins un élément = € A tel que y < z. Ce qui achéve de prouver que sup A
vérifié également la condition 2 :

Pour tout nombre réel y < sup A, il existe x € A tel que y < x

2. Conditions suffisantes :

Montrons que si un réel « vérifie les conditions 1. et 2. Alors o = sup A.

(a) Daprés 1. : siz € A alors x <sup A .
Ainsi « est un majorant de A.

(b) Supposons par 'absurde que le majorant « remplit la condition 2. sans étre le plus petit des

majorants de A.
Il existe donc un autre majorant y de A tel que y < a. D’aprés la condition 2., il existe donc z € A

tel que y < z, ce qui contredit le fait que y soit un majorant de A
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1.4 Suites numériques

1.4.1 Exemple liminaire et premiéres définitions

Considérons un carré de coté 1.

Notes d’Analyse Infinitésimale

Partageons ce carré en quatre carrés isométriques et colorions le carré situé en bas a gauche (étapel) :

7

Recommengons ce procédé avec le carré situé dans la partie supérieure droite (étape 2) et ainsi de suite.
Appelons u, I'aire de la surface totale colorée au bout de la n—iéme étape :

1. Calculons ,ug, u1, us et ug :

— ug =0
1
=1
1 1 1 1 1 1 1
T uw=um g Xg=gti XT3t e
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1 1 1 1
4n—1_|_4n—2+4n—3_'_‘__+4+1
4n

4n
o1 am
gn 3 x4n 3 x4n 3 x4n

3. De l'expression u, = % — ?)X% nous déduisons que la surface totale coloriée au bout de la n-iéme
étape est un nombre exprimé en fonction du nombre entier n.

Les valeurs ug, w1, -+, Uy, - - - sont des images d’une fonction f : N — R définie Vn € N par

f(n):un:;<1—41n>

Une telle fonction est une suite réelle.

Définition 10 :
Une suite (uy) est une fonction f: N — R.
Dans ce cas, la valeur u, = f(n) est appelée terme général de rang n de la suite (uy).

Il existe plusieurs maniéres de définir une suite :
— on peut exprimer son terme général u, = f(n);

— on peut la définir par une relation de récurrence u,+1 = f (uy) ainsi que d’un terme initial. (Exemple :
donner les 5 premiers termes de la suite (u,) définie par ug =5 et up+1 = 2uy, + 6);

— on peut tout simplement énumérer la liste de ses éléments.

Définition 11 :
Considérons une suite (uy,).
— On dit que (uy,) est monotone croissante siVn € N, w1 > uy,
— On dit que (u,) est monotone décroissante siVn € N, w11 < uy,
— Si la suite (uy,) est telle que u, = upt1  Vn alors la suite (uy,) est dite constante.
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Ilustration 2 :
La suite (uy) de lezemple introductif définie ¥Yn € N par u,, = % - 3><14" est croissante.
En effet,

1 1 1 1
Untl = Un = 37 3t |3 35 4n
B 1 1
 3x4n 3 x 4ntl

o 4-1
- 3 x 4n+l
1
= m>0

Remarque 9
1l convient de souligner qu’une suite est dite monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.

— Une suite (uy,) définie sur E C N est dite strictement croissante (respectivement strictement décrois-
sante) siVn € E on a upt1 > uy (respectivement upi1 < Uy ).

— Une suite (uy) est croissante & partir d’un certain rang s’il existe un entier ng telle que Yn >
no, Upt1 > Up. On définit de maniére similaire (mutatis mutandis) une suite décroissante & partir
d’un certain rang.

— On dit d’une suite (u,) qu’elle est stationnaire si elle est constante o partir d’un certain rang.

— La suite (uy,) est dite périodique de période p si pour tout entier naturel n on a : Upip = Up.

Définition 12 :
Une suite (uy,) est dite majorée par un nombre réel M siVn € N,  wu, < M.

Dans ce cas, le nombre réel M est un magorant de la suite (uy).
Si M’ est un nombre réel tel que M < M alors M est aussi un majorant de la suite (uy,). Une suite
majorée posséde donc une infinité des majorants et dans ce cas, le plus petit des majorants s’appelle borne
supérieure de la suite.

Exemple 1 :
La suite (uy,) de Uexemple introductif définie Vn € N par u, = % — ﬁ est majorée par % En effet,

Définition 13

Une suite (uy) est dite minorée par un nombre réel m si ¥Yn € N, u, > m. Dans ce cas, le nombre réel m
est un minorant de la suite (uy).

Si m' est un nombre réel tel que m > m’ alors m' est aussi un minorant de la suite (up). Une suite
minorée posséde donc une infinité des minorants et dans ce cas, le plus grand des minorants s’appelle borne
inférieure de la suite.

Définition 14 :
Une suite est dite bornée si est a la fois majorée et minorée. Dans ce cas, il existe deuz nombres réels m et
M tels que tous les termes de la suite appartiennent dans Uintervalle [m, M].
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Exemple 2 :
Considérons la suite (uy),cn- de terme général u, = e

On a dune part —1 < sinn < +1 et n?> > 0, Vn € N*. Il en résulte que |u,| < 1. Cest-a-dire,
—1 <wu, <41, Vn e N*. La suite (uy) est donc bornéé.

Un cas particuliérement simple est celui des suites arithmétiques et géométriques.

Définition 15 :
Considérons une suite (uy,).
— La suite (uy) est dite arithmétique de raison r si Vn € N, w1 — u, = r. Dans ce cas, le terme
de rang n vaut :

Up =u1 + (n—1)r

On démontre également que la somme S, des n premiers termes vaut :

U +u
Sn _ ( 1 n)
2
— La suite (uy,) est dite géométrique de raison q si ¥n € N, uZ—:l = q. Dans ce cas, le terme général

de rang n vaut :

Uy =up X ¢" 1

On démontre également que la somme S,, des n premiers termes d’une suite géométrique (u,,) vaut :
n n

(1-4")

S’n:ulx 1_q

Probléme 1 :
Discuter suivant les valeurs de sa raison r, la variation (croissance ou décroissante) d’une suite arithmétique
(up,). Réaliser ensuite la méme discussion pour une suite géométrique.

Solution :

1. Pour une suite arithmétique (u,,) de raison r on a :

si r>0 alorslasuite (u,) est croissante;
si r <0 alorslasuite (u,) est décroissante;
si r=0 alorslasuite (u,) est constante

2. Pour une suite géométrique (vy,) de raison ¢ on a :
si g>1 alorslasuite (v,) est croissante et lim,_ i ¢" = +00

si 0<g<1 alorslasuite (v,) est décroissante et lim, ;1o ¢" =0
si g=1 alorslasuite (v,) est constante
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1.4.2 Convergence et divergence des suites

1

Revenons sur exemple introductif qui nous a conduit sur la suite (u,) de terme général u, = % — gugm

En essayant de calculer un aprés un tous les termes de cette suite on obtient un tableau du genre :

n |0 1 2 3 4 5
up | 0 0.25 | 0.3125 | 0.3281 | 0.332 | 0.333

Ce tableau indique clairement qu’a mesure que n est grand, le terme général u,, de la suite (u, ) s’approche
de plus en plus de % ~0.333---

La quantité ‘un - %‘ devient de plus en plus proche de zéro & mesure que n devient grand. On dit que la
suite (uy) converge vers 3 ou encore que | = % est la limite de la suite (uy) et on écrit :
1

lim u, = =
n—00 3

Si pour une raison ou une autre il se pose le besoin de trouver un rang n a partir duquel tous les termes
uy, de la suite s’écartent de la valeur | = % d’une quantité ne dépassant pas € = 0.0001 on peut procéder
ainsi :

1 |1 1
“”_3‘ - ‘3><4n_3’
1
- ‘_3><4n
1
T 3xd4n

La condition ‘un — %‘ < m entraine alors que

1 1 10000
< > 0 > 419,
3% 47 = 10000 =73 =

Ainsi, tous les termes de la suite (u,) sont tels que ‘un — %’ < 0.0001 dés que n > N(0.0001 ~ 4.13...

1 1
3 3x4n

Cela revient a dire que tous les termes de la suite (u,) de terme général u,, = sont dans l'inter-

valle [§ — 0.0001, 3 + 0.0001] & partir de us.

Partant de cet exemple, on peut formaliser la notion de convergence d’une suite par la définition suivante :

Définition 16 :

Une suite (uy,) est dite convergente vers la limite | si a toul nombre positif €, aussi petit que l’on veut, on
peut associer un nombre réel N (€) tel que Uinégalité |u, — | < € soit satisfaite par tous les termes de la suite
(up) dés que n > N (e) .

Dans le cas contraire on dit que la suite est divergente.
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Exemple 3 :
La suite (uy,,) de terme général u, = ”2—;2 converge vers % car & chaque quantité € > 0, on peut associer une
quantité N(e€) tel que ’un - %’ < € pour toutes les valeurs n > N (e)

Nous admettons que lorsqu’une suite est convergente, sa limite doit étre unique. Une suite est divergente
si sa limite est infinie ou inexistante.
1.4.3 Propriétés et calculs des limites
Limite d’une suite du type u, = f(n)

Nous admettons la propriété suivante pour les limites de ce genre de suites :

Proposition 12 Considérons une suite (uy) dont le terme général est donnée par u, = f(n) avec f une
fonction numérique. Si la fonction f a une limite finie | en +o00, alors ma suite (uy) est convergente et on

a:
lim w,= lim f(z

n—+oo " T—+00 f< )

: b 4 _ 3n+5 2

Exemple 4 La suite de terme général u, = 553 converge vers 5

Propriétés de comparaison

Les propriétés de comparaisons utilisées pour les calculs des limites des fonctions restent valables pour
les suites.

Proposition 13 Considérons une suite (uy,).
— S'il existe une suite (vy,) telle que uy > vy, & partir d’un certain rang et si lim,_, o vy, = +00 alors

lim wu, = +4+oo

n—-+4o0o
< . . < . o ‘ i B
— S’il existe une suite (vy,) telle que u, < vy, & partir d’un certain rang et si lim,_, 4~ v, = —o0 alors
lim wu, = —o
n—-+o0o

Exemple 5 FEtudions la convergence de la suite de terme général u, = n?+sinn
Solution et discussion :
Comme sinn > —1Vn € N, alors

u, >n?—1¥n € N (1.3)

Notons (v,) la suite de terme général v, = n? — 1 . Il résulte alors de la relation 1.3 que les suites (uy)
et (v,) sont telles que Vn € N, uy, > vy,.

En remarquant que limy, 4 o0 vy, = limy 4 oo (:132 — 1) = +o0 on déduit de la proposition 13 que lim,,— 400 Un =
+00
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Proposition 14 Théoréme des gendarmes :

Considérons une suite (uy). S’il existe deuz suites (v,) et (wy) telles que vy, > up, > wy, @ partir d’un
certain rang et que limy,_ s oo U = limy oo Wy, =1 alors limy, oo Uy =1

cosn

Exemple 6 Montrer que la suite (uy) de terme général u, = converge vers zéro.

Solution et discussion :

De la relation —1 < cosn < +1 nous déduisons que Vn € N on a :

— 1
— <up < — (1.4)
n n

Dans Uesprit du théoréme des gendarmes, la relation 1.4 nous inspire de considérer deux suites (vy,) et
(wy,) définies par leurs termes généraux respectifs, avec :

wn = 1
En étudiant la convergence des suites (les deux gendarmes) (v,) et (w;,) on remarque évidemment que

. . -1
limy, s oo vy = limy, 54 o0 - =
. . 1
limy, 400 Wy = limy 400 > =0

Comme les suites (vy,) et (wy,) ont la méme limite (I = 0) il résulte alors du théoréme des gendarmes que

. cosn
lim =0
n—-+o0o n

Limite d’une suite monotone

Proposition 15 Les propriétés suivantes permettent de démontrer Uexistence de la limite d’une suite sans
en préciser la valeur.

— Toute suite croissante et majorée est convergente.

— Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Illustration 3 Un exemple célébre :
Leibnitz, Bernoulli et Euler ont chacun, a son tour, étudié¢ la convergence de la suite (vy,),cn- définie par

son terme général :
1 1
72 _|_ e _|_ 7n2

1

2
Appliquons la proposition 15 pour en dégager les propriétés :

1. Variation :
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n+1 1 n 1
Un+1 — Un = ﬁ - ﬁ
k=1 k=1
S PO L R LI
22 n?  (n+1)2 22 2
1
= 0
(n+1)2 —
La suite (vy),cy- €st convergente.
2. Recherche d’un majorant :
Pour k > 2, il est évident que
1 1

2 < 2k (%)
Trouvons les constantes A et B permettant de faire la décomposition :
1 1 A

gyl vy s ey s B

Nous avons,

1 A B
kD) & R-1
_ A(k—-1)+ Bk
- k(k—1)
_ (A+B)k—-A
RV
A ce stade, l'identification k(kal) = (Alj(fzkl)_’q entraine nécessairement { i—i:_?l: 0 = { gz Il

Ces valeurs des constantes A et B placées dans la relation (x*) donnent alors :

RS S SR S B
K2—k k k-1 k-1 k
En placant (* * ) dans (x) on obtient I'inégalité :
1 1 1
< — == k>2
k2 — k— k’ vk 2

En tenant compte de cette derniére dans ’expression du terme général v, on trouve :

p o= Ittt ——st —

AN
[a—
+
7 N
—_
|

N | —
~_
+
N
N | —
|

Wl =
~_

N 1 1 N 1 1 _
n—2 n-—1 n—1 n/) "
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Comme VYn € N*, v, < 2 —n alors 2 est un majorant de la suite (v,). Comme cette derniére est
croissante et majorée, la proposition refconv entraine qu’elle est convergente.

Remarque 10 Pour ce qui est de la suite (vy,),cn- définie par son terme général :

1 1 1
Un:1+2*2+?+"'+$
, Leibnitz avait essayé en vain d’en calculer la limite 1+ i + % 4+ 4 k:% + -+ =limp— 400 Un. Un des fréres

Bernoulli avait réussi a démonitrer que cette suite est convergente avant que son éléve Euler ne démonitre plus
2
tard qu’elle converge vers 7.

1.4.4 Suite de Cauchy et passage de Q a R

Consécutivement au probléme 3 (page 35), lorsqu’une suite (u,) converge vers un nombre réel [, on peut
afirmer que tout intervalle ouvert contenant [ contient en réalité tous les termes u, de la suite & partir
d’un certain rang ng. Un tel intervalle [l — €,[ + €] pouvant étre trés petit ( ¢a dépend de la petitesse de e
), nous en déduisons une importante propriété des suites convergentes : a partir d’'un certain rang, deux
quelconques de leurs termes peuvent étre aussi proches qu’on le souhaite.

En effet, si (uy,) converge vers [, & tout nombre positif € on peut associer une quantité N(e) € R telle que
Vn > N(e), |u,—1]<e€.

C’est un peu comme si la convergence d’une suite (u,) vers [ entraine implicitement lexistence d’une
fonction N : Rt — R associant a chaque quantité € > 0 aussi petite que 1’on veut, un nombre réel N ()
tel que |u, — 1] < e dés que n > N(e).

Soient € > 0 un nombre réel positif aussi petite que l'on veut et (u,) une suite convergeant vers .
Conformément 4 la fonction N : RT™ — R, considérons la quantité N (%) qui est, par définition, telle que
VYR >N (5),|un— 1] > 5
Il en résulte que tous les termes de la suite (uy,) qui sont tels que n > N (%) la double inégalité —% <u, < +§
est vérifiée.

Ainsi |
€ € €
Vn>N<f)7 Up, € [l—f l+—}
- \2 " 27 2

Comme tous les termes de la suite (u,) a partir du rang n > N (%) appartiennent a lintervalle I =

€

[l — 5,0+ %] dont I'amplitude est (l + %) — (l — 5) = € nous en déduisons que pour deux entier naturels

quelconques p > N (%) et q> N (%) on a nécessairement 'inégalité :
[up — ug| <€

En bref, pour toute suite convergente (u,), il existe pour toute quantité positive €, un rang a partir
duquel la distance |u, — u,| entre deux termes quelconques ne dépasse pas e. On dit alors que toute suite
convergente vérifie la condition de Cauchy *. Plus exactement,

4. Le baron AUGUSTIN LOUIS CAUCHY, mathématicien francais né a Paris en 1789 et mort & Sceaux en 1857. Il a fait
de travaux de haute facture dans le domaine de I’Analyse mathématique.
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Définition 17 Une suite (u,) est une suite de Cauchy si Ve > 0 il existe un rang ng tel que Ym,n >
no, ‘um - un‘ <e

Les suites de Cauchy jouent un role majeur en Analyse mathématique et permettent de définir une importante
catégorie d’espaces métriques (voir définition ??, page 7?). En effet, il résulte de la discussion ci-dessus que :

1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Il est sage de retenir que la réciproque n'est pas nécessairement vraie : il existe des espaces
métriques (E,d) dans lesquels une suite de Cauchy peut ne pas converger.

Sans trop vouloir appuyer sur ces notions théoriques, terminons ce paragraphe en notant que ¢’est juste-
ment cette notion qui permet de souligner une importante différence entre les corps (Q, +, x) et (R, +, x) :

Définition 18 Considérons un espace métrique (E,d).
— on dit que (E,d) est complet si toute suite de Cauchy f : N — E d’éléments de E converge
nécessairement vers un éléments de I.
— Dans ce cas, (E,d) n'est pas complet s’il existe une suite de Cauchy f : N — E d’éléments de E
dont la limite | n’appartient pas o E.

S’agissant des ensembles Q et R

1. on démontre que toute suite de Cauchy des nombres réels converge nécessairement vers un nombre
réel. L’ensemble R est donc complet.

2. L’ensemble Q n’est pas complet. En effet, on peut montrer, par exemple, que la suite (uy) de terme
général

n
1+1+ 1 n 1 n 1 n 1 Zl
" 1 2x1 3x2x1 4x3x2x1 nx(n—1)xn-2)x---2x1

est une suite dont tous les termes sont des nombres rationnels mais sa limite

n

1 1\*
lim 3 = = lim <1+> = lim (1+2)r = e~ 2.71828 -
n——+oo k! T—+00 x z—0

est un nombre irrationnel trés célébre qui nous servira méme de base pour les trés importantes
fonctions logarithme et exponentielle néperiennes.

1.5 Exercices des travaux dirigés

Exercice 4 :
Les affirmations suivantes sont-elles vrates ou fausses :

1. Le produit d’un rationnel et d’un irrationnel est un irrationnel ;

2. La somme des deuz irrationnels est irrationnelle ;
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3. Le produit des deuxr nombres irrationnels est irrationnel,
4. La somme d’un rationnel et d’un irrationnel est irrationnelle ;

5. (R\Q,+, x) est un sous- corps de (R, +, x)
Indications de solutions:

1. En toute généralité, cette affirmation est fausse :siz=0€ Qet y € R\ Q, alors zy € Q

Ainsi, si le rationnel x est nul, le produit zy sera nul et donc rationnel quel que soit le nombre irra-
tionnel .

Cependant, si un rationnel est non nul, alors son produit par tout irrationnel est irrationnel.

En effet, Vx € Q*, Vy € R\ Q, z =2y € R\ Q car dans le cas contraire ( si z = zy € Q) on aurait
y=2€Q

Ce qui serait contradictoire!

En bref, cette affirmation est vraie si 'on impose au nombre rationnel d’étre non nul : le produit de
tout nombre rationnel non nul par un nombre irrationnel est nécessairement un nombre irrationnel .

2. L’affirmation est fausse car si les deux nombres sont irrationnels opposés , leur somme sera nulle
et donc rationnelle.

3. Faux. On peut prendre, par exemple, V3 x V3 =3 € Q;

4 Vrai:siz € Qety e R\Q,alors z=z+y R\ Q.
Dans le cas contraire, y = z — x serait rationnel.

5. Faux.
(R\ @, +, x) n’est pas un sous- corps de (R,+, x) pour plusieurs raisons parmi lesquelles on peut
mentionner :

(a) R\ Q n’est pas stable pour 'addition ( Voir b) );
(b) R\ Q ne contient ni 0 ni 1;

(c) R\ Q n’est pas stable pour la multiplication ...
6. Trivialement VRAL

Exercice 5 :
Montrer que pour tous n € N*, m € N*,
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)

=

2. En déduire que A = {(mﬁz)g,n e N*m ¢ N*} admet une borne inférieure et une borne supérieure

que 'on déterminera .
Solution:

1. Montrons que 0 <

mn 1 * .
(im)? <3V mmneN:

(a) La relation 0 < est triviale car n € N* et m € N*;

mn
(m+n)*

(b) En calculant la différence entre 1 et o )2 on obtient :
1 mn (m +n)* — 4mn
Ioman?  (metn)
B (m2 + 2mn + n2) —4mn
a (m +n)?
B m? — 2mn + n?
a (m +n)?

m—n?

m+n
- () =0
m-+n

iv m,n € N*,

_ (m=n)
(

2
Comme % - (m’i:i)Q = (%;Z) > 0 alors (m”i:;)Q
Y m,n € N* que Iensemble A = { mn m,n € N*}

2. 11 résulte de la relation 0 < (mtn)?’

(m )2 - 4’
est une partie bornée de R car 0 en est un minorant et en est un majorant.

(a) Cherchons la borne inférieure de la partie minorée A = { m,n € N*} :

mn
(m+n)?’

Comme « = inf A est, par définition , le plus grand des minorants de A et 0 est un minorant de
A, on a nécessairement :

0<infA (1.5)
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Comme inf A, en tant que borne inférieure, est en particulier un minorant de A alors, quels que
soient m et n dans N* on a.

infAd<—" (1.6)
(m+n)
En fixantm = 1 dans la relation 1.6, cette inégalité devient :
) n .
infA< —— VneN (1.7)
(1+n)
En faisant tendre n vers l'infini dans la relation 1.7, on ontient :
. ) n
infA< lim ———— =0, en d’autres termes :
n—00 (1 + n)
inf A <0 (1.8)
En combinant les relations 1.5 et 1.8 on obtient :
0<infA ) .
{ mnf A <0 =infA=0
Notons o = inf A la borne inférieure de A.
(b) Cherchons la borne supérieure de la partie majorée A = {(m’i’;)g, m,n € N*} :
Comme sup A est, par définition , le plus petit des majorants de A et % est un majorant de A,
alors :
1
sup A < 1 (1.9)

Comme sup A, en tant que borne supérieure, est en particulier un majorant de A alors, quels que
soient m et n dans N* on a.

mn

7(771—1—71)2 <supA (1.10)

En prenant le cas m = n dans la relation 1.10, cette inégalité devient :

2 2
1
ﬁgsupA VnEN*é%ﬁsupAizgsupA (1.11)
n+n

En combinant les relations 1.9 et 1.11 on obtient :

{ %gsupA

= A—O1
SupASi Sup A = 4
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Exercice 6 :
Démontrer par récurrence que Yn € N* on a :

124924 ... 402 =

Exercice 7 :

Au premier janvier 1995, une ville A compte 200000 habitants. A la méme date une ville B compte 150000
habitants. On a constaté que la population de A diminue de 3% par an et que celle de la ville B augmente
de 5% par an. On suppose que les croissances et les diminutions se poursuivent a ce rythme.

1. Quelles seront les populations des villes A et B au premier janvier 1996 ¢

2. Pour tout entier naturel n, on désigne par a, la population de la ville A au premier janvier de l’année
(1995 + n) et par by, la population de la ville B & la méme date.

(a) Vérifier que les suites (a,) et (by) sont géométriques. Préciser leurs raisons respectives.

(b) Au premier Janvier de quelle année, la population de la ville B sera-t-elle, pour la premiére fois,
supérieure & celle de la ville A ?

Exercice 8 :
Une personne regoit 200 0003 en héritage. Le premier Janvier 1995, elle a placé cette somme a intéréts
composés au taux annuel de 7.25%

1. En notant ug = 200000, on désigne par u, la somme dont elle dispose le premier Janvier de [’année
(1995 + n)

(a) Etablir une relation entre upi1 et u,. Quelle est la nature de la suite (uy) ?

2. Une publicité annonce :Gagnez de l’argent avec le placement généreux qui rapporte 100%
en 12 ans.

(a) Ce placement est-il plus ou moins intéressant que le précédent ?

Exercice 9 Marine a le choiz entre deuz contrats de location concernant une maison qu’elle occupera 10
ans.
— CONTRAT 1 : le loyer annuel initial se monte & 42 000 francs et le locataire accepte une augmentation
forfaitaire annuelle de 200 francs.
— CONTRAT 2 : le loyer annuel initial se mone a 38 000 francs et le locataire accepte une augmentation
annuelle de 2% du loyer de 'année précédente.

Notons uy, le loyer de la n—iéme année avec le contrat no 1 et v, le loyer de la n—iéme année avec le
contrat no 2.

1. Trouver le terme général de chacune de ces deuz suites

2. Si vous étes Marine, lequel de ce contrat vous semble-t-il moins couteus ?

Exercice 10 :
En 1800, I’Angleterre comptait 8 millions d’habitants. Malthus (1766-1834) avait émis l'hypothése suivante :
— la population de I’Angleterre suit une progression géométrique en augmentant de 2% par an;
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— agriculture anglaise en 1800 permet de nourrir 10 millions d’habitants et son amélioration permet

de nourrir 500 000 habitants supplémentaires par an.

1. En traduisant les hypothéses de MALTHUS sous forme des suites, calculer la population de I’Angleterre
en 1900 ainsi que le nombre de personnes que peut nourrir [’agriculture anglaise en 1900.

2. En adoptant cette hypothése de MALTHUS, calculer ’année o partir de laquelle Pagriculture anglaise

ne permet plus de nourrir la population anglaise.

Probléme 2 :

Considérons la (uy) de terme général u, = =2 de lexemple 3 ( page 26 ) et dont nous savons qu’elle
converge vers % Trouver un rang & partir duguel tous les termes de cette suite s’écartent de % d’une quantité

ne dépassant pas € = 0.01

Probléme 3 :

Montrer que pour une suite convergente (uy,) de limite [, pour tout € > 0 il existe un rang a partir duquel

tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle [l — e,1 + €]

Solution :

Soit (u),, une suite convergeant vers 1 [ et e un nombre réel positif donné.

En vertu de la définition 16, il existe un nombre réel N(e) tel que Vn > N(€) on a |u, — | > €.

Dans ce cas, pour tous les termes u,, de la suite pour lesquels n > N(¢) on a :
—e<u, —1<+e¢

= —c+l<u, <e+l

= u, € [l — €1+ €] pour tout n > N(e), N

Exercice 11 Montrer que Vn>1 on a :

n
Sp=Y K =1"+2" 4. 4n’=
k=1

6
Exercice 12 Montrer que Vn > 1 on a :
g 1 N 1 N 1 P 1 1 1
" 1x2 2x3 3x4 n(n+1) n+1
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Chapitre 2

Variation d’une fonction élémentaire

2.1 Variation d’une fonction réelle

Considérons, pour fixer les idées, la fonction f : R — R définie par f(z) = %x?’ — 422 + 15z.

En placant I'expression de cette fonction dans le traceur GRAPH ' on obtient le graphique suivant :

/
/N

e
/ (5,20/3)

k-]

= -]

~1

=

T —

=
—

(%] [
—

[Sy
[
-

1) -
—

La lecture de ce graphique indique clairement que la fonction f est croissante dans |—oo,3[ U |5, +00],
décroissante dans |3, 5[ et ses extrema sont respectivement :
— (3,8) pour le maximum,

1. Il en existe plusieurs. Nous utilisons souvent GRAPH pour sa gratuité et la simplicité de son utilisation
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— (5, ?) pour le minimum
Il est d’usage de représenter une telle situation par un tableau de variation comme celui-ci :

z —00 3 ) +00
f(x) + 0 — 0 +
—8 +o00
f(z) . / \ 20 /
3

Définition 19 :
Par variation d’une fonction on sous-entend trois choses : la croissance, la décroissance ainsi que les extrema.

Définition 20 :
On dit d’une fonction f qu’elle est croissante sur un intervalle I C R si sur ce dernier, les images f(x)
varient dans le méme sens que ses antécédents x.

Une fonction f est donc croissante sur I siVri,x9 € I, 1 >z = f(x1) > f(x2)

Il en résulte que pour une telle fonction, sa courbe représentative est ascendante de gauche a droite dans
I'intervalle I.

De maniére analogue,

Définition 21 :
Une fonction f sera dite décroissante sur I siVxi,x9 € I, x1 > 20 = f(21) < f (22)

Il est évident que dans ce cas, la courbe représentative de la fonction f sera descendante de gauche a
droite.

Définition 22 :
Considérons une fonction f.
— On dit que la fonction f admet un maximum au point d’abscisse x1 si pour tout x appartenant a un
certain voisinage de x1 on a la relation f(x) < f(x1).
— On dit que la fonction f admet un minimum au point d’abscisse xa si pour tout x appartenant 4 un
certain voisinage de xo on a la relation

f(x) = f(x2)

Il convient de souligner le fait que si la fonction f admet un maximum au point x; alors elle est croissante
a gauche de z; et décroissante & sa droite.

Dans le méme ordre d’idées, si la fonction f admet un minimum au point x9 alors elle est décroissante a
gauche de z2 et croissante a sa droite.
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Remarque 11 :

1l est tres important mais pas suffisant de connaitre les définitions ci-dessus. Le plus utile serait de disposer
d’un outil permettant de trouver analytiqguement la variation d’une fonction donnée. Comme nous l’avons
tous appris a l’école secondaire, outil le plus puissant pour étudier la variation d’une fonction s’appelle la
dérivée.

2.2 Dérivation

Rappelons tout d’abord que 1’équation de la droite d passant par les points A des coordonnées (z4,y4)
et le point B des coordonnées (zp,yp) est donnée par la relation :

Dans cette relation, la quantité m = % = LUA et la pente, ou encore le coefficient angulaire de la
—TA

droite d de sorte que ’équation de la droite d passant par le point (z1,y1) et de pente m est :
y—ya=m(z—xa)

La premiére relation permet de déterminer I’équation d’une droite connaissant les deux points par lesquels
elle passe tandis que 'utilisation de la seconde n’exige qu’un seul point ainsi que la pente.

Exemple 7 :
L’équation de la droite d passant par (1,—1) et (3,4) est :
4+1 ) 7
1= N=y=z— L
ytl=g—@-=y=g2-3
o
(3:4)
ni
B T R R
Exemple 8 :

L’équation de la droite d passant par (1,2) et de pente m = -1l esty—2=—-1(z—1)=y=—x+3
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Définition 23 :
On dit d’une fonction y = f(x) qu’elle est dérivable au point d’abscisse xo si la quantité :

i @) = F0) _ o Fao 4 b) = o)

existe et est finie.
T—T0 T — Xo h—0 h

f(xo+h)—f(zo0)
h

Dans ce cas, le nombre réel limy_g est appelée nombre dérivé de la fonction f au point

d’abscisse xq .

Dans la littérature mathématique, ce nombre dérivé est noté f/(xo) et il représente le coefficient angulaire
de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse zq .

Ainsi la tangente passe par le point des coordonnées M (zg, f(x0)) et a pour pente f (zg) .

Il en résulte que I’équation de la tangente & la courbe de f au point d’abscisse x¢ est :

’

y — f(xo) = f (w0)(z — 7o)

Illustration 4 :
Considérons la fonction f(x) = 2% . En utilisant la définition de la dérivée, déterminer l’équation de la
tangente T a la courbe de f au point d’abscisse 2.

Solution :

La droite T passe par le point des coordonnées (2, f(2)) = (2,4) et a pour pente f (2) .

La pente de la tangente vaut f'(2) = limj_,o w = 4 de sorte que I'équation de la tangente

devienne y —4 =4(x —2) ouencore y=4xr—4

Tlustrons cela en représentant sur un méme repére la parabole d’équation y = 2 et la droite y = 4x —4 :

Nous remarquons justement sur ce graphique que la droite y = 4z — 4 est tangente a la courbe y = 22 et
le point de tangence est M(2,4)

Remarque 12 :
Dans la pratique on n’utilise presque jamais la définition de la dérivée pour calculer une dérivée étant donné

les difficultés évidentes auzxquelles peut conduire la formule limy_ .o %H(mo) lorsque expression de f
n’est pas simple.

On contourne cette difficulté en utilisant la notion de fonction dérivée qui est la fonction notée f et
dont les images donnent les nombres dérivés aux points considérés.

On obtient la fonction dérivée en utilisant les propriétés de la dérivée :
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Propr. 1 :
la dérivée d’une fonction constante est toujours nulle : (5)" = (15)" = (100)' = --- =0
Propr. 2 :

La dérivée d’une somme des fonctions est égale 4 la somme de leurs dérivées respectives :

(f1(@) + fo(@) + -+ fal@) = f1(2) + fol@) + - + fo(2)

Propr. 3 :
Pour ce qui est des puissances de la variable x on utilise la formule :

(™) = na™ !
Illustration 5 :
(%) =524, (227) = 1425, (52* + 22% + 4z — 2)" = 202 + 622 + 4

Propr. 4 :

La dérivée d’un produit n’est pas égale au produit des dérivées et la dérivée d’un quotient n’est pas égale au
quotient des dérivées :

/ ;o w\ U
(uv) Au.v et (—) #+ —
v v
On utilise plutét les formules :
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Exemple 9 :
Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

1. f(z) =23 +22+3

2. f(z) =32t +323 —a2? + 22
5. f(z) = vz

4 f(@) =z

5. flz) = x4f:r3+§:c2fx+2

2.3 Application de la dérivée a la variation d’une fonction

Etudier la variation d’une fonction revient a déterminer un intervalle dans lequel elle est croissante, un
intervalle dans lequel elle est décroissante et éventuellement ses valeurs extrémes (maximum et minimum).

La dérivée constitue un outil puissant dans ce sens grace & 'important résultat suivant :

Proposition 16 :
Une fonction f est croissante dans un intervalle I ssi sa dérivée y est positive. Elle y est décroissante dans
le cas contraire.

Illustration 6 :
Etudier la variation de la fonction f(z) = t2® — 32% +4

INDICATION DE SOLUTION : En calculant la dérivée nous avons
/ 3 2 3
f (z) 22 rT=ux <4J} )

L’étude des signes de cette dérivée indique que la fonction f est croissante dans |—oo,0[ U ]4,400[ et
croissante dans |0, 4] .
Elle admet un maximum relatif pour £ = 0 et un minimum relatif pour x =4 .

La représentation graphique ci-dessous confirme cette variation :

Illustration 7 :

Etudier la variation de f(r) = -9

1422

Solution

il est évident que le domaine de f est R et sa dérivée est

/ —20x
f(z)= A+ 2272
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+n

Les signes de cette dérivée étant ceux de —20x , il va de soi que cette dérivée est positive dans |—oo, 0]
et négative dans |0, +o0] .

Il en résulte que f est croissante dans |—o0, 0] et décroissante dans 0, 4+o00[ , le point (0, 10) correspondant
4 un maximum comme le montre ce graphique :

e
dar
—+
"
et
-
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2.4 Cas des fonctions trigonométriques et compléments a la dérivation

Les notions élémentaires de trigonométrie sont supposées connues. Il n’est pas inutile d’avoir & 'esprit
les formules dites de SIMPSON permettant de factoriser des fonctions trigonométriques élémentaires et qui
s’utilisent assez couramment dans diverses situations.

L’objectif est de factoriser chacune des expressions : sinp + cosq,sinp — cosq,cosp + cosq et enfin
COSp — COsq.

Les deux premiéres expressions n’ayant que des sinus dans le premier membre alors que les deux derniéres
ont des cosinus il faut retenir que la forme générale des seconds membres est 2 f; (p—;q) fo (p—;q) sauf pour la
derniére formule dont la forme est :

+ —
cosp —cosq = —2f1 <]92q> fo <p2q>

En ajoutant a cela la double régle suivant laquelle :

1. lorsque le premier membre contient des sinus le second membre contient des fonctions trigonomeétriques
différentes tandis qu’elles sont identiques lorsque le premier membre contient des cosinus,

2. quant aux deux premiéres formules, si le premier membre est la somme des sinus, alors le sinus se
placera & la demi somme dans le second membre et par conséquent le cosinus & la demi différence;
et si le premier membre est la différence des sinus alors le sinus se placera & la demi différence et par
conséquent le cosinus & la demi somme.

En appliquant simultanément ces régles on obtient les deux premiéres formules de SIMPSON :

=}

sinp + sin ¢ = 2sin (%) cos (£54)
sinp — sinq = 2 cos (M) sin (£54)
Quant aux deux derniéres formules, il suffit de considérer qu’on maintient cosinus dans le second membre

2
si le premier membre contient la somme des cosinus et on chasse cosinus (au profit de sinus) le premier
membre contient la différence des cosinus. On obtient :

{ cosp + cosq = 2 cos (p—;q) 0s (p—gqg
n

2.4.1 Cas de la dérivée de la fonction f(z) =sinz

Si f(z) = sinz alors pour tout zyp € Df on a :

. . hY\ oin B h\ oin B
£ (x9) = lim sin(xg + h) —sinzg i 2cos(zg + 5)sin 5 . cos(xg + 5) sin §
h—0 h h—0 h h—0 b
Il en résulte que
. (h - (h
. o sin(3) T . sin(g) o
sin (zg) = flg% cos(xg + 5) X h = }LIE)I:([] cos(xg + 5) X élino h = flLlL% cos(xp + 5) x 1
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Ainsi

sin’ () = flg% cos(zg + 5) = cos(zo)

Comme Yo € Df, sin (zg) = cos(xg) alors

sin' (z) = cosx

En utilisant la formule de la dérivation des fonctions composées on obtient pour toute fonction u(x) :

/ ’

(sin(u(z)) = u (x) cos(u(z))
Ilustration 8 (sin(z? — 3z + 1))/ = (22 — 3) cos(x? — 3z + 1)

2.4.2 Cas de la fonction f(z) = cosx
En remarquant que (angles complémentaires) cos(x) = sin(§ — x) , on obtient :

(cos(a:))/ = <sin(g - x)) = (g —z) cos(g —x) = —cos(g —x) = —sinz

Ainsi

/ ’

(cos(z)) = —sinz et (cos(u(x))) = —u (x)sin(u(z))

Illustration 9 :

2.4.3 Cas de la fonction f(z) =tanx

! I
U v—uv

/ .
En combinant les relations (9) = LU WY ot tanz = 2L on obtient :
v v Ccos ™
. / . / 2 .2
+ (sinz) cosx —sinz(cosz)  cos®x + sin®x 1 9
(tanz) = 5 = 5 = ——F— =sec’ 7
cos? cos? cos?

Aussi, si u(z) est une fonction, on obtient :
(tan(u())) = (u(z)) sec*(u(z))

Illustration 10 :
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2.4.4 Cas de la fonction f(z) =secx

CcCos T

Comme secz = —— et (ﬁ) = # , alors

!/

/ 1 —sinx 1 sinx
(sec(z)) = = = X = secrtanz

cos(x) cos?xr  cosx  COST

De maniére plus générale,
! ’

(secu) =wu (z)secutanu

2.4.5 Cas des fonctions trigonométriques inverses

En considérant le fait que les fonctions arcsin x, arccos x, arctan x - - - sont des fonctions réciproques des

fonctions sinx,cosx,tanx--- et en tenant compte du fait que (f_l(:c))/ = (fl), on obtient sans peine les
formules : !
1. )
. / 1 . / u ()
arcsinz) = —— et (arcsin(u)) = ————
(resing) = T ot resinlw) = o)
2. )
/ -1 / —u ()
arccosr) = ———— et arccos(u)) =
(arccos) = Jp—gs o (areeostul) = =50
3. )
/ 1
(arctanx) = 1522 et (arctan(u)) = 1 :fgzx)
4. :

2.5 [Exercices et problémes

1. Lecture graphique :
Si le graphique suivant ne vous semble pas clair c’est en partie parce qu'il a été volé a la hate dans
un livre de Maths. Nous ignorons tout de I'expression explicite de la fonction f dont la photo donne
la représentation :

(a) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur [—8, 11]

(b) Résoudre les équations f(z) =3 et f(z) =0
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2. Considérons la parabole y = —22 + 3z — 1.
Déterminer I’équation de la tangente T a cette parabole au point d’abscisse 3.

Corrigé :
La tangente passe par (o, f(z0)) et a pour pente f (z) :
fzo) = f(38) = -3>+3x3—-1=—1
D’autre part f'(z) = (—2% + 3z — 1)’ = -2z 4 3 de sorte que f (3) = —2x 3+3 = -3 .
La tangente a la parabole y = —z? + 32z — 1 au point d’abscisse * = 3 a alors comme équation

y+1=-3(x —3) clest- a dire y = -3z + 8.
On peut s’en convaincre en représentant la parabole et la tangente dans un méme repére :
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-

x .
- ¥

3. Retour aux graphiques volés :

En observant soigneusement cette courbe, donner les équations des tangentes T4 et T aux points A

et C.
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4. Etudier la variation de la fonction f(x) = cosz + sinz sur U'intervalle [0; 27|
Corrigé :

Le domaine de définition de cette fonction est R mais comme il s’agit d’une fonction périodique de
période 27, nous pouvons nous limiter a [0, 27| comme domaine d’étude.

f(x) = (coszx +sinx)/
= (cosc) + (sinz)

—sinz 4 cosz

= cosx —sinz

Pour étudier les signes de la dérivée f/ (x) = cosz — sinz, il faut d’une part garder a V'esprit que
cos = est une abcisse (et de ce fait cosx est positif dans les premier et quatriéme quadrant et négatif
ailleurs). En d’autres termes, cosz > 0 si x € [O, g] U [37”, 27r]

Dans le méme ordre d’idées, sinx est une ordonnée (et de ce fait sinx est positif dans les premier et
deuxiéme quadrants et négatif ailleurs). En d’autres termes, sinxz > 0 si z € [0, 7]

oty
2
g
3 o ~
Ve Y
'
N pd
4 N .
; N 4
N 4
¥ by 4
3 A /7
. hY /.
AN 7 €
.1 4 2 3t T Snt4 In/2 ~Frid
N Y pd
0.4 Y z.
- ™ V4
0.6 Y V4
0.7 N, /.
s Y 7
4.9 N pd
1.2 N v
i N o
1 o — e
18
1.9

Quant aux signes de la dérivée f/ (x) = cosz —sinw, il est évident que comme il s’agit d'une fonction
continue, elle ne peut pas changer de signes sans s’annuler. Cherchons d’abord les endroits ol cette
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dérivée s’annule :

fz) =0
= cosx =sinz dans l'intervalle d’étude [0, 27]
R R
z=, ou =
4 Axe de sinus
et PR

3 4

Axe de cosinus
Y
»

2

Ainsi, dans lintervalle [0, 27[, les seuls endroits on f () = cosz — sinz peut changer de signes c’est

aux points x1 = 7§ et 1o = %” . il suffit alors de vérifier les signes des valeurs de cette dérivée a
des abscisses remarquables dans chacun des trois sous-intervalles du domaine d’étude engendrés

par ces deux valeurs :

Les trois sous-intervalles engendrés par les valeurs 1 = 7 et wy = %’T dans [0, 27| sont I} = [07 1 [ , 1o =

J5 5 [et Is = ] 3F, 2n

— En prenant § € I} on a

¢

N = N
|

w

A,

=}
/~
e
~

COS
V3
2
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— En prenant § € Iz on a

7 5) (G- (5) = 1<

! 7 T 5w
Dans ce cas f (z) = cosz —sinz < 0 dans I :]Z’T[
— En prenant 37” € I3ona
(3 3
() n(5) ()0
Dans ce cas f (z) = cosz — sinz > 0 dans I3 = ]3¢, 27|

La fonction f(x) = cosz + sinz est donc

— croissante dans I; U I3 = [O,%[U } %[ et

— décroissante dans Iy = ]%, %[

Comme en z1 = 7 la fonction f(x) = cosx + sinz passe de la croissance & la décroissance et en plus
f'(x1) = 0 alors le point (z1, f(x1)) = (%,V2) est un maximum.

Comme en z; = ‘%r la fonction f(x) = cosx + sinx passe de la décroissance a la croissance et en plus
f'(x2) = 0 alors le point (z2, f(x2)) = (2%, —V/2) est un minimum.

On peut s’en convaincre visuellement en représentant la fonction f(x) = cosx + sinz sur [0, 27 :

5. Trouver les extrema de la fonction f définie par f(z) = zigﬁx sur [0; 27|

6. Probleme corrigé :
(a) Enoncé :

i. Considérons la fonction f définie sur |0, +oo] par :

432
f(z) :x2+7 (2.1)
Etudier les variations de f et préciser les extrema s’il y a lieu.

ii. On désire fabriquer un bassin de 216m? | ayant la forme d’un parallélépipéde rectangle dont la
longueur est le double de la largeur. Les matériaux utilisés et la réalisation conduisent a un prix
de revient de 180$ par m? pour le fond du bassin et 240$ par m? pour la surface latérale. On
désire connaitre les dimensions a donner a ce bassin afin que le prix de revient soit minimal.

Soit x la largeur du bassin, exprimée en métres.
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+n

(5*pi/4,-sqrt(2))

A. Exprimer la hauteur h en fonction de x

B. Montrer que le prix de revient de ce bassin peut sécrire sous la forme P(z) = k x f(x), ou
k est un nombre réel & donner.

iii. Déterminer la largeur du bassin qui minimise le prix de revient. et calculer alors les autres
dimensions de ce bassin.

iv. Calculer alors le prix de revient moyen de ce bassin pour un métre cube.

(b) Corrigé :

i. La dérivée de f sur son domaine d’étude est :

En remarquant que la quantité est strictement positive , on en déduit que les signes de la
dérivée sont ceux de .

Ainsi cette fonction est décroissante dans et croissante dans comme le confirme son graphe :

La dérivée de f sur son domaine d’étude est :

) =20 432 273 — 432 _ 2(x3 —63)  2(x — 6)(z? + 62 + 36)

2 2 x2 2

2(2%+62+36)
IQ

En remarquant que la quantité est strictement positive Vo € Df | on en déduit que

les signes de la dérivée sont ceux de z — 6 .
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Ainsi cette fonction est décroissante dans [0, 6] et croissante dans [6, +0oo[.

2+432

La valeur minimale de la fonction f(z) = 2 + *>% est donc atteinte au point z = 6 et vaut :

432
Jmin = J(6) = 6% + == =36+ 72 = 108 (2.2)

(c) Considérons les données relatives a la construction du bassin.

i. Si x est la largeur de cette piscine, sa longueur est (d’aprés les données du probléme) L = 2z
de sorte que si h est la hauteur; la formule Volume = (Sur facedebase) x hauteur se traduit
par 216 = z.2z.h et il en résulte que :

~ 216 108

" T

ii. La surface latérale est composée de deux rectangles de surface L X h chacun et deux autres
rectangles de surface [ x h chacun. Il en résulte que la surface latérale vaut :
108 108 432 216 648

SL =2Lh+2lh = 2.23U.—2 + 2.x.—2 — 4+
z T T x T

(2.3)

D’aprés le probléme, le cotit de la surface latérale est de 240$ par m? de sorte que le prix de

la surface latérale vaut : 648 155520
Py(x) =240.— =
€T X

Par ailleurs la surface de fond (surface de base) vaut Sb = L x [ = 2x.x = 222 de sorte que le
prix du fond de la piscine vaut :

Py(z) = 180.22% = 360>

Au total le prix de la piscine vaut :

155520
T

= 360. <x2 + 4;?) = 360.f(x)

P(z) = Py(z) + P (z) = 3602° +

Dans cette relation, il convient de remarquer que f est la fonction de la premiére partie définie
par la relation 2.1 et dont nous savons que la valeur minimale est atteinte pour x = 6 et vaut
fmin = 108 en vertu de la relation 2.2 .

(d) Comme P'(z) = (360f(ac))/ =360f (z) , alors la fonction P atteint également son minimum pour
r=10=6

En revenant aux données du probléme nous obtenons les dimensions qui minimisent le prix de la

piscine :
108 108
l=6m, L=20=12m et h=-—5 = 36 = 3m  (Voir la relation 2.3 pour h)
x
En construisant une piscine de ces dimensions, son prix(le minimum possible) vaut :
155520

Poin = + 360.6% = 38880dollars
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3

(e) Dans ce cas, le prix moyen par m*> vaut

Proy = % = 180dollars/m?

7. D’autres graphiques volés :

(a) Observer attentivement la premiére photo ci-dessous qui représente la dérivée d’une fonction in-
connue f.

(b) Pour la seconde photo, nous disposons de la confirmation que 'une des courbes qui y sont repré-
sentées est celle de la fonction f. S’agit-il de la courbe & inférieure ou de celle & supérieure ?
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2.6 Continuité et théorémes des valeurs intermédiaires

2.6.1 Continuité

Définition 24

On dit d’une fonction f qu’elle est continue au point d’abscisse xg si pour des valeurs de x de plus en plus
proches de xg, la fonction f prend des valeurs de plus en plus proches de f(xo) .

Plus formellement, [ est continue au point xg ssi

lim f(z) = f(zo)

T—I0

Il convient de noter que cette formulation suppose évidemment que x € Df .

Dans la pratique quotidienne d’étude des fonctions le fait que les fonctions élémentaires (polynomes,
rationnelles, irrationnelles; ...) ont généralement leur domaine de continuité confondu avec celui de définition
semble justifier le peu d’attention qui est accordé & I'importante notion de continuité.

Quel lien existe-t-il entre la continuité et la dérivabilité ?

Définition 25 :
On dit d’une fonction f qu’elle est continue dans Uintervalle I si elle est continue en tout point x € I .
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Dans ce cas, sur tout l'intervalle I, la courbe représentative de f se dessine sans soulever le
crayon !

1. Toute fonction dérivable en x( y est continue

En effet, si f est dérivable en zq , alors il existe £ € R telle que :

i 1 @)= fl20) _

T—T0 T — X0

Dans ce cas,

= limy 4, f(x) = f(xo) c’est-a-dire la fonction f est continue en zg .

2. Une fonction peut-étre dérivable en un point sans y étre continue.
Montrons, par exemple, que f(x) = |z| est continue en 0 mais n’y est pas dérivable.

Voici, a titre d’indication, la représentation graphique de f(z) = |z| :

lim [z| =10] =0

z—0
Comme limy_,o |z| = |0] alors f(z) = |z| est continue en z = 0.
Pour ce qui est de la dérivabilité,
limM: imM:hm@
=0 -0 =0 r—0 2=0
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> _
Comme |z| = { ix S . xa?;) 0 alors pour calculer lim,_. 7f("27£(0) = limg,_0 %‘ il faut distinguer
deux cas :
(a) .
lim M: lim m:limle
z—07t xz—0 z—0t T z—0 I
(b) .
lim M: lim @:hmj:_l
z—0~ z—0 z—0- X z—0 X
Comme la limite & gauche est différente de celle & droite, alors la limite lim,_, L=/ (xi:f © — Jim,_,q —'i‘__oo

n’existe pas et par conséquent, la fonction f(x) = |z| n’est pas dérivable en z = 0.

2.6.2 Théorémes des valeurs intermédiaires

Il s’agit des théorémes trés intuitifs que nous admettons sans démonstration dont le role est crucial dans
la recherche des solutions des équations du type f(z) = k pour une fonction continue quelconque f et pour
un nombre réel k.

Théoréme 1 :

Si une fonction f est continue sur un intervalle I = [a,b] et si m (x1, f(x1)) et M (x2, f(x2)) sont respecti-
vement le minimum et le mazimum locauz de la fonction f sur Uintervalle I = [a,b] alors pour toute valeur
y € [f(x1), f(x2)] ( ¢’est-a-dire y est compris entre le minimum et le mazimum de f sur I = [a,b] ) il existe
au moins une valeur ¢ € I telle que f(c) =1y .

Illustration 11 :
Observons une fois de plus la représentation graphique de la fonction f(x) = cosx + sinz sur [0, 27]

i i/4,sqrt

e (5*pi/4,-sqrt(2))
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Il s’agit d’une fonction continue sur [0, 27| et dont les valeurs extrémes sur cet intervalle sont fi,i, = V2

et fma:v = +\/§ .

Le théoréme 2.6.2 implique dans ce cas que pour toute valeur k € [—\@, ﬁ] , 'équation f(x) = k
c’est-a-dire cosz + sinz = k admet au moins une solution réelle ¢ € [0, 27 .

A titre illustratif, en considérant k = —0.4 € k € [—\/5, \/i] , il suffit de tracer la droite horizontale
y = —0.4 pour voir que I'équation cosz + sinz = —0.4 admet au moins une solution (exactement deux, ¢;
et ¢y pour ce cas) conformément au théoréme 2.6.2.

Ty

HEmammEEL SPPFPPFRP | PPFPIFPPE mEmmmmmmm
kil B i A ikl I i e A kel A B A Al

Lorsque la valeur k£ du théoréme 2.6.2 est nulle, on obtient la version suivante du méme résultat :

b:
Si f est continue sur I = [a,b] et si f(a) et f(b) sont des signes contraires, alors il existe au moins ¢ € I telle
que f(c) =0.

A titre d’exemple, la fonction f(x) = —22% + 22 — 2 + 2 est définie et continue sur I = [0,2] . Comme
f(0) =2 >0et f(2) <0 alors I'équation —22% + 2% — x + 2 = 0 admet au moins une solution c telle que
0<e<?2.

Le but des théorémes des valeurs intermédiaires étant principalement la préparation a la résolution ap-
prochée par des machines des équations de la forme f(z) = k pour une fonction continue quelconque f,
les théorémes 2.6.2 et 2.6.2 possédent la principale lacune suivante : il permettent de postuler I'existence
d’au moins une solution sur un intervalle et ne permettent donc pas de déterminer le nombre exact de
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solutions d’une équation de la forme f(z) ==k .

Pour y arriver, il est nécessaire d’utiliser le résultat suivant :

b Si une fonction f est continue et monotone sur un intervalle I = [a, b] et si m (z1, f(x1)) et M (z2, f(x2))
sont respectivement le minimum et le maximum locaux de la fonction f sur 'intervalle I = [a, b] alors pour
toute valeur y € [f(x1), f(z2)] ( c’est-a-dire y est compris entre le minimum et le maximum de f sur I = [a, D]
) il existe exactement une valeur ¢ € I telle que f(c) =y .

b Si f est continue et monotone sur I = [a,b] et si f(a) et f(b) sont des signes contraires, alors il existe
exactement ¢ € I telle que f(c) =0.

2.6.3 Quelques exercices d’application

Nlustration 12 :
Combien l’'équation x° — 5x + 5 = 0 admet-elle de solution(s) ?

Eléments de Corrigé :

f(x)=52*~5=5(*—1) =5 - 1> +1)

Comme 5(22+1) > 0 alors les signes de la dérivée sont ceux de z2—1 qui est positif dans |—oo, —1[U]1, +o00|
et négatif dans |—1,1]

(1,1)

Les intervalles de monotonie sont I} = ]—o0, —1[,Io = |—1,1] et I3 =]1, +00[

1. Sur I} = ]—o00, —1[ la fonction change de signe (passe de —oco & 9). D’apreés le théoréme 2.6.2, I’équation
2% — 5z + 5 = 0 y admet une seule solution cc € I
2. Comme sur Iy = |—1, 1] et I3 = |1, +o0] la fonction f ne change pas de signe, alors ’équation f(z) =k
n’y admet aucune solution.
Au total I'équation 2° — 5z + 5 = 0 admet exactement une seule solution ¢ € I;
On peut préciser davantage la localisation de cette solution unique en remarquant sur la courbe que f change

de signe entre —2 et —1.
En effet, f(—2) = (—2)°—5x (—=2)+5 = 17 > 0 alors que f(—1) = 9. On en déduit finalement que I’équation
25 — 5x 4+ 5 = 0 admet exactement une seule solution ¢ € -2, —1|
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Illustration 13 :

Déterminer le nombre de solution de l’équation x+/1 + x = _Tl

Illustration 14 :
Méme question sur I'équation cos®(z) + sin®(z) = 0.8 sur [0, 27|

Indication : cette équation admet exactement 4 solutions x1,z2,23 et x4 avec 0 < x1 < %, % <
a3 <%, T<mz<met L <axy<2r

Mlustration 15 Déterminer le nombre de solutions de l’équation f(x) = % sur R .

T _
443 T
Remarque 13 :

La démarche précédente nous permet, de maniére satisfaisante, de déterminer et de localiser le plus finement
possible, le nombre de solutions de l'équation f(x) = k mais ne nous permet pas de trouver la valeur approchée
de ces solutions.

De nombreuses méthodes numériques existent o cet effet mais leur étude sort du simple cadre de ce cours.
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Chapitre 3

Fonctions exponentielles et logarithmiques

3.1 Quelques rappels choisis

3.1.1 Logarithmes

Définition 26
Soit a un nombre réel strictement positif.
On appelle logarithme d’un réel x dans la base a, le nombre réel noté log, x et défini par la relation :

log,z =y ssi a’y==x
En d’autres termes, log, « est 'exposant que porte une puissance de base a dont la valeur est x .

Exemple 10 :
logs 8 =3, logs125 =3, logg3=0.5, log381 =4 log;,1=0---

Remarque 14 :
Lorsque la base vaut 10, on parle de logarithme décimal et on écrit tout simplement logxz au lieu de logyx

Propriétés élémentaires des logarithmes

1. Va € R%, log,(x) existe ssi 2 > 0

(a) Les nombres négatifs n’ont pas de logarithme. C’est ainsi que, par exemple, I'expression logs(—4)
est dénuée de sens

2. Va,y > 0, log,(z.y) = log,(x) + log,(y) et si y # 0 on a log, (%) = log,(z) — log,(y)
3. Vn e R, log,(z") = nlog(x)
4. log,(z) =log(y) = = = y (en d’autres termes la fonction f(z) = log,(z) est injective).

Quelques exemples d’illustration des propriétés
1. Résoudre chacune des équations suivantes :

(a) logla(z —2)] = 0

60
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i. Indication de réponses: S = {1 —v2,1+ \/5}
(b) logy (z +3) =1

i. Indication de réponses: S = {—1}

(c) logz + log (x +5) = 2log2

1. Indication de réponses: S:{ > }
(d) log(x? — 1) = 2log(x — 3)
i. Indication de réponses: S = ()

2. Un capital de 10 000 $ est placé a intéréts composés au taux de 5% par an.
(a) Quel sera ce capital aprés 10 ans?

(b) Dans combien d’années ce capital doublera-t-il ?

i. Indication de réponses: 14,27 =~ 15ans

Probléme 4 :
1l arrive qu’en calculant des logarithmes, il se pose le besoin de pouvoir passer d’une base & une autre.
Comment procéder ¢

Solution : il suffit pour cela d’utiliser la formule de changement de base. On démontre a cet effet que
pour deux nombres réels a et b strictement positif et Vo € RT :

_ logy ()
logy(a)

log,(x)
Ilustration 16 Résolvons [’équation logs(z + 1) + logg(z — 2) = logg(x? — 1)
Les contraintes sur I'inconnue sont :
r4+1>0 et 2—-2>0 et x?2—1>0 et il est évident qu’elles se résument en z > 2
Ainsi pour cette équation, ’ensemble des solutions admissibles est E = |2, +o0]

logs(z + 1) + logg(x — 2) = logg(a? — 1)

= % +logg(z — 2) = logy(z® — 1)
= 208Gt 4 jogy(x — 2) = logg(a? — 1)

[SIES

= 2logg(z + 1) + logg(z — 2) = logg(x? — 1)

= logg(x + 1)% + logg(z — 2) = logy(z? — 1)
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= logg [(m + 1)2(ZE — 2)] = logg(:c2 -1)
= @+1)2z-2)=@>-1)=(r+1)(z—-2)=(z—1)

:>1:2—2x—1:>5{1+\/§}

3.1.2 Courbes et dérivées des fonctions réciproques

Il est établi que si f est une bijection de I vers J telle que pour a € I, f(a) = b, sa réciproque f~! est
définie de Jvers I telle que f~1(b) = a .

Ainsi par exemple, f(z) = 22 est une bijection de [0, +oo[ vers [0, +00] et sa réciproque est la fonction
g(x) = /x deéfinie de [0, +o00[ vers [0, +o0] .

En représentant f et g dans un repére orthonormé ainsi que la premiére bissectrice des axes on obtient :

Nous remarquons que les courbes représentatives respectives de f et g sont symétriques par rapport a la
premiére bissectrice des axes.

Cette propriété est générale : les courbes représentatives de deux fonctions réciproques respec-
tives sont toujours symétriques par rapport a la droite y =z .

Pour ce qui est de la dérivée, on démontre que si f est une bijection alors la dérivée de sa réciproque f~1
est égale & 'inverse de la dérivée de la fonction directe sous réserve d’interchanger le role des variables :

7, =— (3.1)

3.2 Allure des courbes y = a” et y = log,(x)

La relation log,(z) = y = a¥ = x signifie clairement que la fonction exponentielle de base a et la fonction
logarithmique de méme base sont réciproques 'une de l'autre.
Dans un premier temps nous allons, d’une maniére intuitive dégager ’allure générale des courbes de ces deux
importantes fonctions.

Pour cela il faut distinguer le cas a > 1 du cas 0 < a < 1 qui conduisent chacun, comme on le verra par
la suite, & des fonctions aux propriétés opposées en ce qui concerne le sens de variation.
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3.2.1 Fonctions exponentielle et logarithmique de base a avec a > 1 (ex : a =10 )

Pour la fonction f(x) = 107 il est évident qu’elle est définie sur tout ’ensemble R .

Il convient aussi de remarquer que cette fonction est monotone croissante étant donné que Vzi,xo €
R, 21 > 29 = 1071 > 1072 .

L’inégalité 10® > x implique que lim;_, 4~ 10* = +00 et par conséquent (en faisant le changement de

variable z = —t ) on obtient :

1 1
lim 10°= lim 10'= lim — = — =0
T——00 t—+o00 t—+o00 10t +00

En bref, la fonction f(z) = 10% est définie et croissante sur R = |—o00,400[ avec comme limites aux
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bornes :
lim 10° =0 et lim 10% = 400

T—r—00 T—r+00
Il en résulte alors que sa courbe représentative est entiérement au-dessus de 1’axe des abscisses qui est en
fait une asymptote horizontale & cette courbe du c6té gauche :

La réciprocité de f(z) = 10” et g(x) = log(x) nous permet directement d’obtenir les propriétés de la
fonction logarithme décimal en vertu des rappels ci-dessus :

Il résulte de cette représentation graphique que la fonction f(x) = log(x) est définie dans |0, +oo[ , y est
croissante et en termes de limites aux bornes on a :

lim 1 =— t  lim 1 =
Jim og(z) co et lim og(z) = 400

De maniére générale, pour a > 1, les fonctions f(z) = a” et g(x) = log,(z) sont croissantes, la premiére
sur R et la seconde sur R% et on a d’une part :

lm a*=0 et lim a® = +oc0
Tr——00 Tr—+00
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D’autre part on a :

27lg(r)l+ log,(r) = —00 et xginoo log,(x) = 400

3.2.2 Fonctions exponentielle et logarithmique de base a avec 0 <a <1 (ex :a=0.5)

Pour la fonction f(x) = 0.5% il convient de remarquer qu’elle est définie sur tout 'ensemble R et la
relation 1 > x9 = 0.5 < 0.5"2 implique qu’il s’agit d’une fonction décroissante.

Il résulte de cette représentation graphique, en termes des limites aux bornes, que :

lim (0.5)* =400 et lim (0.5)* =0

T——00 r—r-+00

En utilisant les propriétés de réciprocités, on peut déduire de ce graphique les propriétés de g(z) =

logg 5(x) = 1(1)(;;g(g.ﬂs)>) :

I résulte, sans surprise, de ce graphique que la fonction logarithmique de base a = 0.5 est une fonction
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—
décroissante sur Ri et en termes des limites aux bornes nous avons :
lim logys(x) =400 et lim logys(z) = —o0

x—0t T—r+00
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3.3 Fonction exponentielle népérienne

Pour divers modeéle de croissance il se pose le besoin de fonctions f qui sont telles que f' (x) = kf(z) .
Bien entendu le cas le plus simple correspondra au cas k =1 .

Définition 27 il existe une seule fonction f vérifiant la relation f (z) = f(x) avec f(0) =1 . On Uappelle
fonction exponentielle népérienne et son expression mathématique est f(x) = e® ot la base spéciale e
est définie par l’expression :
1
e= lim (14+—)*=1lm(1+ x)%

T——+00 €T z—0

Définition 28 On appelle logarithme népérien le logarithme en base e . Ce logarithme spécial se note In(x)
au lieu de log,(x) .

Pour dégager les propriétés de ces fonctions, il nous suffit de trouver la valeur approchée de e .
Considérons la fonction g définie par g(x) = (1 + a;)% )

Pour trouver une valeur approchée de e , il suffit de donner a x des valeurs successivement proches de 0
et voir de quelle valeur g(z) s’approche progressivement.

x 05 ] 01 | 0.0L | 0.001 |0.0001 ] 0.00001
g(z) = (1+z)7 | 2.25 | 2.5037 | 2.7048 | 2.7169 | 2.7181 | 2.7183

1
T

Il ressort de ce tableau qu’a mesure que la variable x s’approche de zéro, la quantité g(z) = (1 4 x)
s’approche approximativement de 2.718..

Symboliquement on écrit
1
e=lim(l+z)> ~2.72

r—0

Comme la base du logarithme népérien est supérieure & il en résulte les propriétés suivantes sur les
fonctions exponentielle et logarithmique népériennes :

1. La fonction fi(x) = e est définie et croissante sur R tandis que la fonction fa(z) = In(z) est définie
et croissante sur RY .

2. Leurs courbes représentatives respectives sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice des
axes :

3. En termes des limites aux bornes on a les relations suivantes :

lim =0, lim e"=+4o00, lim In(z)=—o0, lim In(z)=+o0
T——00 T—+00 x—0t T—+00
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4. De maniére générale on établit que la dérivée de la fonction réciproque f~! s’obtient a partir de celle
de f par la relation :

D’une part, (¢%) = e” et d’autre part g(x) = In(z) est la réciproque de f(x) = e® . Il en résulte que :

(n(@) = == =

(ev) ey el g

En considérant la formule de dérivation des fonctions composées (f(u(x))) = f (u).u
les formules de dérivation suivante :

(z) on résume

o1 rou(x)

@) = () = @) &, @) =1, (nu() =

5. En observant de nouveau les graphiques :
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On remarque certes que les fonctions f(z) =e*, g(x) =z et ¢(r) = In(x) sont toutes croissantes
mais il est évident que Vo € RY |In(x) < z < e® . On démontre méme que Vn € R | In(z) < 2™ < €”

Il découle de cette inégalité les limites classiques suivantes :

T x

lim — = 400, lim — = 400, lim =400
z—+o0o T z—+oo Inzx

Premiére série d’exercices

. Résolvons chacune des équations suivantes :

(a) €2 4+e*—2=0
i. Indication de solution : S = {0}
(b) ex2+8 — 62:(:

i. Indication de solution: S = {}

. Calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :

) flz) =¢€"

b) f(x )—xze

c) f(z) =In(—2z +4)
) f(x) =1In(cosz)

(a
(
(
(d

. Calculer les limites suivantes :

42
(a) limg—y4o0 (i—ig) , Indication de solution:e

. o) 301 5
(b) limg—s 400 <2£15) , Indication de solution : e

(¢) limg 0 sz, Indication de solution: 1

. Etudier la variation de la fonction f(z) = xe®

Corrigé :

Le domaine de définition est évidemment R

f(z) =€+ ze® = (14 z)e®
Comme la quantité e* est strictement positive, alors les signes de cette dérivée ne dépendent que de
1+ x dont il est clair qu’elle est positive & droite de —1 et négative & gauche.
Il en résulte que la fonction f est décroissante & gauche de —1 et croissante & droite.
Les limites aux bornes sont :

lim ze®* =0 et lim ze® = +o0
T—r—00 T—+00

Par ailleurs, le minimum est atteint & z = —1 et vaut fim,m = f(—1) = %
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3.5 Problémes d’applications sur les fonctions exponentielles et logarith-
miques

Probléme 5 D’aprés les données statistique de Mai 1997, le taux d’équipement des francais en téléphones
mobiles semble pouvoir étre calculé a laide de la formule

20
0= T

Dans cette expression, f(t) est exprimé en pourcentage et t en années , la date 0 étant fixée a la fin 1995.
Les réels k et a sont a déterminer.

1. Sachant que le tauz était de 2.4% a la fin 1995 et de 4.3% a la fin 1996, déterminer les réels k et a.
Donnez-en une valeur approchée ¢ 10~1 prés qu’on utilisera par la suite.

(a) Vérifier la prévision faite alors, pour fin 1997, d’un tauz voisin de 7%

(b) Donner une valeur arrondie ¢ 10~% prés du tauz prévisionnel pour la fin 2000 et la fin 2005.
2. En considérant la fonction f obtenue,

(a) Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.

(b) En déduire au cours de quelle année ce tauzr dépassera 15%

(c) Déterminer la limite de f en 4+00. En donner une interprétation économique et estimer la perti-
nence & long terme de la formule obtenue. .

Probléme 6 1. Considérons la fonction f définie sur [0;2.1] par :
fx) =3+ (x —2)e"
(a) Etablir le tableau de variation de f et en déduire ses signes.

2. Considérons la fonction F définie sur [0;2.1] par :
F(z)=3x+3+ (v — 3)e”
(a) Utiliser les résultats de la partie 1 pour établir la variation de F

3. Application : Un laboratoire fabrique un produit pharmaceutique et sa capacité de production ne peut
pas excéder 2.1 tonnes de produit. On note x la masse, en tonnes, de produit fabrigué.

Une étude a montré que le cott de fabrication en millions d’euros, de x tonnes de produit est égal o
F(x) , F étant la fonction définie dans la partie 2.

Si l’on note k le priz de vente, en millions d’euros, d’une tonne de produit, il est évident que P(x) =
kx — F(x) donne le profit (ou la perte), en millions d’euros, réalisé(e) aprés la fabrication et la vente
de x tonnes de produit.

Considérons k = 3 .

(a) Si vous étiez responsable de ce laboratoire, combien produiriez-vous de tonnes pour réaliser un
profit mazimal ?
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3.6 Complément théorique sur les fonctions exponentielles et logarith-
miques

Notons que s’agissant de la dérivation des fonctions exponentielles et logarithmiques de base quelconque
il est avantageux de passer par la base e .

Ainsi, pour dériver Iexpression a® il suffit de remarquer que a® = e®" = e*™™¢ de sorte qu’en appliquant
! / .
la formule (e*) = u €" on obtient :

(a:p)’ _ (ezlna)’ _ ln(a)exlna _ lna(ax)

Ainsi, ) /
(@®) =a®*lna et (a*) =ua“Ina
Tlustration 17 (3*) =3%In3

Quant a la dérivée de g(z) = log,(z) , la formule de changement de base donne :

Inz
log, z = —

/ 11 ’ 1
lna:(IOgax) _Rij(log“@ "~ zlna

Qu’arrive-t-il si la base est elle-méme une fonction 7
Soient u et v deux fonctions. Cherchons 'expression de la dérivée de u? :
Soit y=u=Iny=vlnu

/

!
¥ u
=5 —Ulnu—H}u

’ ’ ’
Yy _ wv Ilnutvu
= v = u

! !
wv Inutvu
u

=y =y
En remplacant y par u” on obtient en définitive :

(u”)/ Y (uv, Inu+ Uu/>

u
Illustration 18 Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :
filz) =2 fo(x) = (22)*"  f3(x) = (cosa)*™*
Probléme 7 Le nombre d’habitants d’une région ayant un fort taur de natalité est donné par la fonction

exponentielle f(t) = 12.e9%1 ou f(t) est la population exprimée en millions d’habitants pour l"année 1990+t

1. A partir de quelle année cette population aura-t-elle plus que triplé(si cette croissance se maintient) ?

2. Cette région ne peut pas nourrir plus de 20 millions de personnes. Pendant combien d’années aprés
1990 la nourriture sera-t-elle suffisante ?
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Notes de lecture :Fonctions hyperboliques

3.6.1 Rappel
Considérons f une fonction définie sur R (ou sur un autre domaine symétrique par rapport a ’origine

des axes).

La fonction f est dite

— pairesi Vo € Dy,  f(—x) = f(x)

— impaire si Vo € Dy, f(—z) = —f(x)

Il est établi que lorsque le plan est rapporté a un repére orthonormé (ce qui est généralement le cas),la
courbe représentative de toute fonction paire est symétrique par rapport a 'axe Oy alors que celle représen-

tative d’'une fonction impaire est symétrique par rapport a 'origine des axes.

Ny
>
g
QO
&
&
. \Z/Q T
&\
&
‘Q-
o
S .
5 5 -+ 2 (vb§ -}1 0) 1 2 3 i 5 [3
&
‘(\,
&
&
QQ

Le résultat élémentaire suivant, établit la maniére dont toute fonction se décompose en somme d’une

fonction paire et d’une fonction impaire :
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Proposition 17 Pour toute fonction f définie sur R(ou sur tout autre domaine de définition Dy symétrique
par rapport o Uorigine), il existe un couple unique (fp, fi) composée d’une fonction paire f, et d’une fonction
impaire f; tel que Vo € Dy on ait f(x) = fp(x) + fi(x).

Preuve :

1. Existence :

Pour toute foncction f, considérons associons-lui deux fonctions f, et f; définies Vo € Dy par

iy = TR gy )= T 52)

(a) D’une part, Vo € Dy,

fo(=2) = 9

fi(—x) = 5

= —fi(z)

Comme fy,(—x) = fp(x) et fi(—x) = —fi(x), Vo € Dy alors les fonctions f, et f; définies par la
relation 3.2 sont respectivement paire et impaire.

(b) D’autre part,

fo(@) + filx)

Il existe donc une fonction paire f, et une fonction impaire f; telles que Vz € Dy on ait, f(x) =

fol@) + fil).
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2. Unicité

Considérons pour la fonction f donnée qu’il existe un autre couple (P, ) formé d’une fonction paire
P et d’une fonction impaire I telles que Vo € Dy on ait f(z) = P(x) + I(x).

Dans ce cas,

f(z) = P(z) + I(z) f(z) = P(z) + I(z)
{ - (—a) :>{ 7 B (3.3)

f(oa) = P(—a) + T (“z) = P(z) — I(z)

Il résulte de la relation 3.3 que

{f(:c)+ (—2)=2P(z) _ [ Pa)=12HED o,
? I(z) = MO5f=2) —

De ce qui précéde on déduit I'unicité des fonctions f, et f; définies par la relation 3.2 .

3.6.2 Deécomposition de la fonction exponentielle ¢ en fonctions hyperboliques

En appliquant la proposition 17 & la fonction exponentielle f(x) = e® on en déduit qu’il existe une
fonction paire f,, et une fonction impaire f; telles que Vo € R on ait * = f,(x) + fi(x).
D’apres la relation 3.2, la fonction exponentielle génére une fonction paire f, et une fonction impaire f;

respectivement définies par
e’ +e” T—e™®

folw) = —5— et fils) = —5—

Ces fonctions ne sont pas que de simples combinaisons des fonctions exponentielles (e* et e~ *). Elles
jouent un important role en Analyse mathématique et sont qualifiées d’hyperboliques.

3.6.3 Sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique

Définitions

Définition 29 Considérons la fonction exponentielle f : R — R définie Vx € R par f(x) = e*.
1. on appelle fonction sinus hyperbolique la fonction shR — R définie Vo € R par

x —X

e

sinh(z) = —— ¢

2

2. on appelle fonction cosinus hyperbolique la fonction chR — R définie Vx € R par

et +e *

cosh(x) = 5
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Propriétés

Propriété 1 : la fonction sinus hyperbolique est impaire alors que la fonction cosinus hyperbolique est paire.

En effet, ces deux fonctions sont définies sur R et Vo € R on a :

-z _ ,—(—x) -T _ T r_ -
sinh(—z) = ¢ ¢ = c - f7° sinh(z)
2 2 2
—z —(—z) —z T x —x
cosh(—z) = ¢ +2e — 2+€ = +2€ = cosh(x)

Il résulte de la propriété 1 que la courbe représentative de la fonction sinus hyperbolique admet ’origine
des axes comme centre de symétrie alors que celle de la fonction cosinus hyperbolique est symétrique par
rapport a 'axe Qy.

Propriété 2 : les fonctions sinus et cosinus hyperboliques sont liées par la relation :

cosh?’z —sinh®’z =1, VzeR (3.4)

En effet,

ch®z — sh?xz = (coshz — sinhz) (cosh z 4 sinh z)
e +e ™ ef—e | |efFe" . e? —e "
2 2 2 2
—T

= e "xe"=1

Remarque 15 La relation 3.4 ci-dessus permet de justifier Uappellation fonctions hyperboliques que
portent ces fonctions.

En effet, par analogie avec les fonctions cosz et sinx qui sont qualifiées de circulaires car il résulte de
la relation cos? z +sin? z = 1 que tout point du cercle d’équation 2+ y? = 1 est paramétré par une variable
t € R de sorte que tout point M de ce cercle posséde des coordonnées de la forme M (cost,sint), considérons
I’ensemble H défini par :

H={(z,y) eR*:2” —y?* =1}

En explicitant y dans la relation 22 — y?> =1 on a,

y=+va2-1

On en déduit que I’ensemble H est composé de deux branches H; = {(:):,y) ER?:y=—+Vx2 - 1} et
HQZ{(:U,y)GRQ:y:— x2—1}

La représentation graphique de la branche 1 donne :
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Celle de la branche2 donne :

Pour obtenir une représentation visuelle de tout ’ensemble H = {(a:, y) €ER?: 2% — g2 = 1} il suffit de
représenter simultanément ses deux branches pour avoir :

Cette courbe (a deux branches ainsi obtenue) s’appelle hyperbole. Il résulte alors de la relation 3.4
ci-dessus que tout point mobile M (x,y) de ’hyperbole peut étre paramétré par M (cosht,sinht).

En résumé, les épithetes circulaires (que portent cos et sin ) et hyperboliques(que portent cosh et sinh )
proviennent des faits suivants :

1. Le cercle centré 3 I'origine d’équation 2 +y? = a? est décrit par le systéme d’équations paramétriques

, teR

T =acost
y =asint
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_ (bt .Dm!n’()

2. L’hyperbole centrée a l'origine d’équation g—; — Z—j = 1 est décrite par le systéme d’équations paramé-
triques

= h
{x acost’ teR

y = bsinht
propriété 3 :
VreR, ona: coshz>1
En effet,
— d’une part, e* > 0 et e7* > 0 entraine que coshz = % + % >0
— d’autre part, cosh? z — sinh?z = 1 = cosh?z =1+ sinh?z > 1
Comme coshz > 0 et cosh?z > 1 alors coshz >1, W

Propriété 4 : Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques sont dérivables et on a :

cosh'z =sinh et sinh (z) = coshx

En effet,
/ Tz 1 Pl
sinh z = [e Zx } ot [ez — e_z] =3 (em +e_m) = coshz
/ e +a7" / 1 — 1 .
coshx:[ 5 } :§[ex+e w] zi(ex—em):smhx
Variation

1. Cas de la fonction sinus hyperbolique :
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D’apres la symétrie de cette fonction, nous pouvons limiter son étude sur [0, 400 et déduire 'autre
partie par symétrie centrale par rapport & 'origine des axes..

Comme sinh’ z = coshz > 1 > 0 alors la fonction sinus hyperbolique est monotone croissante.

Comme sinh 0 = # =0 et sinh’ (0) = cosh0 = 60‘560 = 1 alors la tangente Tgn 0 & la courbe repré-

sentative Cgpnp de la fonction sinus hyperbolique au point d’abscisse zp = 0 passe par (0,sinh 0) = (0,0)
et a pour pente m = cosh0 = 1.

Il en résulte que I’équation de la tangente Ty o est :
y—0=1(x —0)

Ainsi, la premiére bissectrice des axes (y = x) est la tangente a la courbe représentative de la fonction
sinus hyperbolique au point d’abscisse xg = 0.

Quelle est la position de la courbe Cyy,p, par rapport & cette tangente 7.
La réponse a cette question s’obtient par I'étude des signes de la fonction k(z) = sinhx — z :

k' (z) = (sinhx — x), = coshxz—1 > 0 car coshz > 1. La fonction k(z) = sinh z —x est donc croissante
sur R et comme k(0) = 0 alors :

(a) sinh0 — 2 > 0 pour = > 0 et dans ce cas la courbe Cgpp, est au-dessus de la droite y = x.

(b) sinh0 —xz < 0 pour x < 0 et dans ce cas la courbe Cgup, est en-dessous de la droite y = x.

S’agissant des limites aux bornes,

. . e” —e€ . . . e
lim = lim — =400 lim sinhz= llm — = -0
r—4oosinhx T—400 2 T——00 T——00 2

De tout ce qui préceéde, on déduit I'allure de la courbe suivante pour la fonction sinus hyperbolique.

Nous remarquons en particulier que :

>0 st >0

<0si <0 (3.5)

Vr € R, sinhz {

2. Fonction cosinus hyperbolique :

Comme il s’agit d’une fonction paire on peut également I’étudier sur [0, +00[ et déduire 'autre partie
par symétrie axiale par rapport a ’axe Oy.
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>0 si >0

<0si <0 voir la relation 3.5 ci-dessus.

cosh’ z = sinh {
Ainsi, la fonction cosinus hyperbolique est croissante sur [0, +-o00].

Comme cosh0 = 1 et cosh’ (0) = sinh 0 = 0 alors la tangente Tiosn0 & la courbe représentative de la
fonction cosinus hyperbolique a pour équation

y — cosh 0 = cosh (0)(z — 0) = y = 1

Comme coshx > 1, Vx € R alors le graphe de la fonction cosinus hyperbolique est entiérement
au-dessus de la droite y = 1.
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Il est évident que

lim coshz = lim sinhx = +o0
T—r+00 T—r—00

Remarque 16 Cette courbe représentative de la fonction cosinus hyperbolique s’appelle chainette.

3.6.4 Tangente hyperbolique
Définition et propriétés
Définition 30 On appelle tangente hyperbolique la fonction tanh : R — R définie Vo € R par

sinh x e —e %
tanhz = =
cosh x et +e ¥

Cette fonction, définie Vo € R étant donné que cosh z # 0, posséde les principales propriétés suivantes :
Propriété 1 : la fonction tangente hyperbolique est impaire.
Il s’agit, en effet, d’un quotient entre une fonction impaire (sinh) et une fonction paire (cosh). Il en résulte

pour la courbe représentative Cianpn de la tangente hyperbolique, une symétrie centrale par rapport a ’origine
des axes.

Propriété 2:Vz € R ona 1—tanh?®z=—1

cosh?

En effet,

12
sinh” x
1 —tanh?z = - —

cosh” x

cosh? z — sinh? z

cosh? z
1

cosh? z
Propriété 3 : la fonction tangente hyperbolique est dérivable et on a :

1

cosh?

tanh' 2 = 1 — tanh?z =

En effet,

, sinh x /
tanh z = < )
cosh x

. ! . !
sinh z cosh x — sinh z cosh

cosh? z
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cosh? z — sinh? z

cosh? z
1

cosh? z

Variation

S’agissant d’une fonction impaire, on peut étudier sa variation sur [0,+oo[ et en déduire le reste des
propriétés par symétrie centrale par rapport & 'origine des axes.

1

Comme tanh 2 = s =0 alors la fonction tangente hyperbolique est monotone croissante sur R.

Comme en plus tanh(0) = 0 et tanh’(0) = Wg(o) = 1 alors la tangente Tiann 0 & la courbe représentative
Ciann de la tangente hyperbolique au point d’abscisse zéro est :

y—0=1.(x—0)

La premiére bissectrice des axes (y = x) est doncc la tangente cherchée.

Pour établir les positions relatives entre Tianno et Ciann il suffit d’étudier les signes de l'expression
g(x) =tanhx — z

/ 1
z) = ———1
9 () cosh? z
1 — cosh?
= 7(3082 <0 car cosh’z >1
cosh” x

La foction g est donc monotone décroissante. Comme en plus g(0) = tanh(0) — 0 = 0 alors :
1. g(x) > 0 sur |—o0,0[ et par conséquent Cann y est au-dessus de la tangente Tiann,o
2. g(x) <0 sur ]0,400,0[ et par conséquent Ciann y est en dessous de la tangente Tiann o

Pour ce qui est des limites aux bornes, remarquons d’abord que

e —e * j—
tanhz = =
er e " 1+ e2

Il résulte de cette derniére relation que :

1— 6—2I

lim tanh= lim ——— =1= Ilim tanhx = —1
T—+00 z—+oo 1 + =22 T—+00

En définitive, la fonction tangente hyperbolique est monotone croissante sur tout I’ensemble des
réels et posséde les deux droites horizontales y = +1 comme asymptotes horizontales..

De tout ce qui précéde on déduit Iallure suivante pour la courbe de f(z) = tanhz :
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3.6.5 Dérivations des fonctions hyperboliques réciproques
Argument sinus hyperbolique
Comme sinh : R — R est une bijection, elle admet naturellement une bijection réciproque.
Définition 31 On appelle fonction argument sinus hyperbolique la fonction Argsinh : R — R définie

Vr € R par
y = Argsinh(z) < sinh(y) =z

Il est important de ne pas perdre de vue les relations évidentes Argsin(sinh z) = x et sinh (Argsinh(zx))
qui peuvent se révéler importantes lors de certaines simplifications des calculs.

Proposition 18 La fonction argument sinus hyperbolique est dérivable et on a, Vx € R,
1

V1422

En effet, notons y = Argsinh(z). Rappelons que si une fonction y = f(x) admet comme réciproque (voir
relation 3.1, page 62) une fonction g = f~! alors

Argsinh (z) =

Il en résulte que

(Argsinhx)/ =
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1

cosh(y)
1
V1 +sinh?y
1

1 + sinh? (Argsinhz)

1
1+ 22

Par ailleurs, les courbes représentatives des fonctions réciproques étant symétriques par rapport a la
premiére bissectrice des axes, on déduit la courbe représentative de Argsinh de celle de sinh par symétrie
axiale relative & la droite y = x :

K 7 are i rboli
=) (87 argument s Tperbolique

Argument cosinus hyperbolique

Comme nous 'avons souligné a la section 3.6.3, la fonction cosinus hyperbolique est définie sur tout
I'ensemble R et prends ses valeurs dans [1,4o0o]. Elle ne constitue cependant pas une bijection de R sur
[1,4+o00] étant donné que Vo € R on a : f(—z) = f(x). S’agissant d’une fonction monotone croissante sur
[0, +00[, remarquons que la fonction cosinus hyperbolique constitue une bijection de [0, +o0o[ vers [1, +o0].
Elle admet donc une réciproque de [1, +o0[ vers [0, +00].

Définition 32 On appelle argument cosinus hyperbolique, la fonction Argcosh : [1,4+o00] — [0, 400| définie

Va € [1,+o0[ par
Argcoshx = y < cosh(y) = x
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Il convient de ne pas perdre de vue le fait que 'expression Argcosh (cosh(z)) est définie Vo € R mais ne

vaut exactement x que lorsque xz > 0. Plus exactement,

cosh (Argcosh(x)) = x

1. Vx > 1,
Argcosh (cosh(z)) = x
leurs courbes représentatives respectives sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice des axes :

2. Vx >0,
Comme les fonctions f(x) = coshx et g(x) = Argcoshx sont réciproques l'une de l'autre, il en résulte que

+v

L
&
=
s
A
Ay
S
Ny
=
3
1]
5
6
QO

€nt cosinus hyperbolique

La fonction argument cosinus hyperbolique est donc monotone croissante sur [1, +o00[ et varie de 0 & +oo.

Proposition 19 La fonction argument cosinus hyperbolique est dérivable sur [1,+oo] et on a
/ 1
Argcosh (x)

En effet, soit y = Argcoshzx.
1

Argcosh' ()
1

Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025
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Argument tangente hyperbolique

Comme la tangente hyperbolique est une bijection de R sur |—1, 1] alors la fonction Argument tangente
hyperbolique est une bijection de |—1,1[ vers R

Ainsi, Vo € |—1, 1] on a tanh (Argtanh(z)) = = et Vz € R on a, Argtanh (tanh(z)) =

Proposition 20 La fonction Argument tangente hyperbolique est dérivable sur|—1,1[ et Vo € |—1,1[ on a

/ 1
(Argtanh(z)) = 1.2
En effet, si y = Argtanh(x) on a :
[Argtanh(r)] 1
rgtanh(z)] = ——
(tanh(y)’)
_ 1
11— tanh®(y)
B 1
1 — 2?2

En combinant les propriétés ci-dessus au fait que la fonction tangente hyperbolique est la réciproque de la
fonction Argument tangente hyperbolique, on obtient la représentation graphique de cette derniére & partir
de celle de la tangente hyperbolique & partir de la symétrie dont 1’axe est la premiére bissectrice des axes.

-

nt tangente hyperbolique

= Tangente hyperbolique
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Chapitre 4

Complément sur les suites : convergence des
suites récurrentes

4.1 Notions

Les suites récurrentes constituent une importante catégorie dans ’étude de la variation et des conditions
de convergence des suites numériques .
Dans ce complément , nous nous appuyons sur les outils relatifs & la variation d’une fonction pour dégager
et illustrer quelques critéres de convergence de cette catégorie des suites.

Définition 33 (Suites récurrentes) :
Une suite (uy,) est dite récurrente lorsqu’elle est définie par la donnée de son terme initiale uy ainsi que celle
d’une relation upy1 = f (un) permettant de calculer les autres termes de proche en proche.

Remarque 17 :
La relation un1 = f (u,) est souvent appelée relation de récurrence .
ug € R,

Comme on devrait s’y attendre, les propriétés d’une suite récurrente (up) définie par {
Uny1 = [ (Un)

dépendent essentiellement de la fonction f: R +—— R définissant la relation de récurrence .

La remarque 17 se comprends facilement en remarquant que chacun des termes de la suite (u,) définie

ug € R . . s .
par 0 ’ s’exprime en fonction du terme initial ug et de la fonction f :
Unt1 = f (un)

Ug, ulzf(UO)a u2:f(u1>:f[f(u0)]:(fof)(u(])v ,---,un:fofo---Of(u(]),---
—

n termes

Remarque 18 :
Il convient de noter que la donnée du terme initial ug € I C R et d’une relation de récurrence up+1 = f (uy),
avec f : R — R une fonction réelle, ne garantissent pas nécessairement l'existence de la suite (uy,).
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II arrive, en effet, que les termes de la suite (u,) s’écartent du domaine de définition de la fonction
f R — R a partir d’'un certain rang.

Considérons , a titre d’exemple, la suite (u,) définie par ug = 2 et up+1 = In(u,) Vn € N.
Remarquons que :
up =2, wu; =1In(2)~0.69, wuz=In[n(2)]~ —0.37
Comme up = 2,u1 = In(2) ~ 0.69, us ~ —0.37 alors u,, n’existe pas dés que n > 3 car la fonction y = Inx

n’est définie que pour des valeurs réelles strictement positives.

L’existence d’une suite récurrente dépend donc de la fonction f : R +— R et de la valeur initiale ug € 1.

Définition 34 On dit d’un intervalle J C I qu’il est stable par la fonction f: R — R si f(J) C J.
En d’autres termes,
Veed, flx)eld

4.2 Principales propriétés d’une suite récurrente

4.2.1 Caractérisation de la limite d’une suite récurrente convergente

ug € R,

Up+1 = f (un)
prendre sa limite, lorsque la suite est convergente, est défini par 'important résultat ci-dessous :

Etant donnée une suite récurrente (u,) définie par { , ’ensemble des valeurs que peut

Proposition 21 :
Si la fonction f: R — R, définissant la relation de récurrence un,+1 = f (un) d’'une suite récurrente (uy,),
est continue et si la suite (uy) converge vers le nombre réel I, alors | est une solution de ’équation f(x) = x.

En effet,
— Comme (u,) converge vers [ alors :

L’unicité de la limite [ implique que sa valeur ne dépend pas de la maniére dont le 1

(4.1)

limy, o0 Ung1 =1

— Comme f: R — R est continue, alors par définition :

lim £(t) = f(c) (4.2)

t—c

En placant la relation de récurrence u,41 = f (u,) dans le systéme 4.1, ce dernier s’écrit :

Comme n — 0o = u, — [ alors la deuxiéme équation du systéme 4.3 devient :
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lim f(uy) =1 (4.4)

Up—>1

En tenant compte de la continuité de f : R — R (relation 4.2 ), la relation 4.4 devient :

lim f(u,)=l=f(l)=1 N

Up—>1
Remarque 19 :
1. la relation f(l) =1 est exprimée en disant que le réel | est un point fize de la fonction f: R +— R.

Ainsi, la limite d’une suite récurrente convergente est nécessairement un point fize de la relation de
récurrence.

2. Le fait que la convergence d’une suite récurrente (uy) vers le réel | entraine que ce dernier soit un
point fize de la fonction f: R —— R exprimant la relation de récurrence est une condition nécessaire
non suffisante : un nombre réel peut étre un point fire de f : R — R sans que la suite (u,) définie

ug € R, P
par ne converge vers ce nomb'f'e Teel.
Un4+1 = f (un)

3. Comme pour toute condition nécessaire , la contraposition (p = q <|p =1q) de la proposition 21
permet de trouver une condition suffisante pour décider qu’un réel donné n’est pas la limite d’une suite
récurrente (uy) :

FU) A1 lim oy, #1

En d’autres termes, si un nombre réel n’est pas un point fire de la fonction f : R — R alors ce
ug € R,

nombre réel n'est pas la limite d’une suite récurrente (uy,) définie par
Un+1 = f (un)

4.2.2 Variation d’une suite récurrente

D’ordinaire, pour décider du sens de variation d’une suite, on étudie les signes de I'expression
Unp+1 — Un
En général, cette tache est facile lorsque 1'on a affaire a une suite définie par une relation de la forme :
up = f(n)
Pour les suites récurrentes il peut étre difficile de déterminer leur variation & partir de 'expression :
Un+1 — Up = f (un) — Unp

Intuitivement , on s’attend avec raison que les propriétés de la fonction f influent sur celles de la suite (uy, ).

Pour ce qui est de la variation de la suite (uy), il faut traiter séparément le cas ou la fonction f est
croissante de celui ot elle est décroissante .
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Cas ou la fonction f est croissante
En plus de la continuité de f : R — R qui entraine qu’en cas de convergence de la suite (u,) définie par
{ Uo € K, , sa limite est nécessairement un point fixe de f, explicitons 'impact de la variation de f

Unt1 = [ (un)
sur la variation de la suite récurrente (u,) :

Proposition 22 :
ug € R,

la fonction  : R —— R est croissante, alors
Unsr = £ (uy) O IOmEONT ’

Si pour une suite récurrente (uy,) définie par {

la suite récurrente est :
— croissante St w1 > Ug ;

— décroissante st u1 < ug

En effet,
Supposons que la fonction f: R — R soit monotone croissante.
Dans ce cas, par définition de la croissance ( Voir les définitions 20 et 21, page 37 ) :

x1 > 22 = f(x1) > f(22)

1. Sous cette hypotheése de la croissance de f, montrons par récurrence que (uy) est croissante dés que
ui Z ug -

(a) Conditions initiales :
Comme f est croissante et u; > ug alors :

f(u1) > f(uo) = ug > ur = f(u2) > f(ur) = ug > ug,---

(b) Hypothése de récurrence :

Admettons que cette tendance a la croissance de (u,) soit vraie jusqu’au terme de rang n, c’est-
a-dire que :
Up = Up—1

(c) Héreédité :

Montrons alors que cette tendance a la croissance de (u,) reste vraie jusqu’au terme de rang n+1 :

Upt1—Up = [ (up)—f (up—1) >0 car f est croissante et u, > u,—1 d’aprés 'hypothése de récurrence.

Comme Up11 — Un > 0 alors upy1 > uy
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Comme la tendance a la croissance de (u,) se vérifie pour quelques termes initiaux et
qu’elle reste vraie pour le terme de rang n + 1 dés qu’on la suppose vraie pour le terme
de rang n, on en déduit que :

Uptl > Up,V n €N

La suite (u,) est donc croissante. l

2. Sous la méme hypothése de la croissance de f, montrons par récurrence que (uy,) est décroissante dés
que u; < ug :

(a) Conditions initiales :
Comme f est croissante et uy < ug alors :

fur) < fug) = us <up = f(u) < f(ur) = ug <ug,---

(b) Hypothése de récurrence :

Admettons que cette tendance a la décroissance de (u,) soit vraie jusqu’au terme de rang n,
c’est-a-dire que :
Up < Up—1

(c) Héreédité :
Montrons alors que cette tendance a la décroissance de (u,) reste vraie jusqu’au terme de rang
n+1:
Upt1—Up = [ (up)—f (up—1) <0 car f est croissante et u, < u,_1 d’aprés 'hypothése de récurrence.

Comme up4+1 — un < 0 alors upy1 < uy,

Comme la tendance a la décroissance de (u,) se vérifie pour quelques termes initiaux et
qu’elle reste vraie pour le terme de rang n + 1 dés qu’on la suppose vraie pour le terme
de rang n, on en déduit que :

Upt+1 < Up,V neN

La suite (u,) est donc décroissante. B

Exemple 11
Téachons de déterminer la variation de la suite (uy,) définie par up =1 et Vn € N,  upi1 = uy, (2 — T)'
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Remarquant que larelation de récurrence est de la forme un41 = f(uy) avec f(z) = z (2 — %), remarquons
que :

/ ! 1
f(x)z(?x—%) :2—§w:0:>w:4

Dans ce cas, les signes de f/(:c) et la variation de f sont tels que :

x —00 4 “+00
f'(z) + 0 -
4
f(z)
—0 —00

En tracant, pour un méme repére orthonormé, la courbe représentative Cy de cette fonction, la premiere
bissectrice A des axes et en plagant ug = 1, on peut construire progressivement w1, us - - - mais on remarque
vite qu’aucun des termes ne peut dépasser 4, pour ’ensemble des raisons suivantes :

Ty
P 1_‘\
¢’
’
”
’ ’ J
: ' !
P ’
L4
. ' . N
/ ’ /’ : ’
’ ’
4 ’ :
L4
’ : .,
’ ’ ’ ’
: d A x
Uy 1
W W u,
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1. La restriction a l'intervalle I = [0,4] de la fonction f : R — R définie par f(z) = z(2— %) est
monotone croissante;

2. up=1€1=1[0,4];

f(0)=0 -
> { ra)y=a ~ 04 =004

Ainsi, tous les termes de la suite (u,) appartiennent a l'intervalle I = [0, 4].
Cette suite récurrente est donc bornée.

1. En vérifiant les hypothéses de la proposition 22, on remarque que la fonction f est monotone croissante
sur l'intervalle I = [0, 4] et :

w=F)=f=1(2-7) =}

On en déduit que la suite (uy,) est croissante.
Comme elle est en plus majorée, elle est forcément convergente vers un nombre réel [ & déterminer.

2. En vertu de la proposition 21, la limite [ de cette suite récurrente appartient a l’ensemble P; des
points fixes de la fonction f définie sur 'intervalle I = [0,4] par f(z) == (2 — %)

En résolvant I’équation aux points fixes de f on obtient

l
= _ = :4
=1 4):>l

Comme l'ensemble Py = {4} des points fixes de f ne contient que 4 et nous savons d’avance que la suite
(up) converge, on en déduit que

lim u, =4
n—oo

Cas d’une fonction f décroissante

Remarque 20 :
Lorsque la fonction f: R +—— R est décroissante , la suite (u,) n’est jamais monotone.

En effet, sous 'hypothése de la décroissance de f, deux cas sont envisageables :

1oup <up;

2. uo Z Ui
Montrons que dans chacun de ces deux cas la décroissance de f exclut la monotonie de (uy,) :

1. Siug <wuq:
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up <wu; = f(up)> f(u1) par décroissance de f
= U 2> U
= f(u) < f(ug) Clest-a-dire wug < ug

up < up
Dans cecas, . uj1 > ug et ces quatre premiers termes de la suite montrent qu’elle n’est pas monotone.
up < u3
2. Siug>uy:
uo >ur = f(up) < f(u1) par décroissance de f
= up S u
= f(u1) > f(uz) Clest-a-dire wug > us
ug > U1
Dans ce cas, ¢ u; < uo et ces quatre premiers termes de la suite montrent qu’elle n’est pas monotone.
ug > u3

Comme la monotonie de la suite (uy) n’est garantie que par la croissance de la fonction f par laquelle
s’exprime la relation de récurrence , la stratégie consistera ici & extraire de la suite (u,) des sous-suites
pour lesquelles la fonction décroissante f peut étre valablement remplacée par une fonction croissante afin
d’appliquer la proposition 22 & chacune des sous-suites extraites de (up) et d’en déduire une condition
suffisante de convergence de (uy,).

Remarque 21 :
Notons que la décroissance de f entraine la croissance de h = fo f.

En effet, admettons que f soit décroissante sur I. Dans ce cas :

Vi, ma €I, x1> 290 = f(21) < f(22)

r1 > w9y = f(x1) < f(x2) par décroissance de f
= f[f(x1)] > fIf (z2)] par décroissance de f
= (fof)(z) = (fof)(x2)
Comme Vxy, 20 € I, x1 > x9= (fof)(x1)>(fof)(xz2) alors h = f o f est croissante sur I.

— En appliquant successivement la fonction croissante h = f o f a partir du terme initial ug, on génére

la sous-suite (uy, ), , notée aussi par (ug,) des termes de rang pair de la suite (uy) :

P ?

(un), = (u2n) : wo, uz=h(uog), ws=nh(uz), - um+2=f(uzm), -
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— En appliquant successivement la fonction croissante h = f o f & partir du terme wuy, on génére la
sous-suite (uy); , notée aussi par (ugn41) des termes de rang impair de la suite (u,) :

(un); = (Uant1) © w, uz=nh(u), us=~h(us), -, ums3 = f (u2ny1), -

Comme pour les deux sous-suites (un), et (un); extraites de (un), les deux relations de récurrences
Ugn+2 = h (u2n) et ugpts = h (ugn+1) sont exprimées par une fonction croissante h = f o f, la proposition 22
( page 89 ) se traduit en ces termes :

1. si up < ug, la sous-suite (un)p des termes de rang pair est croissante.

— Remarquons dans ce cas que f(ug) > f(u1) = ui > ug. Ce qui implique que la sous-suite (up);
des termes de rang impairs est décroissante dans ce cas.
2. si ug > ug, la sous-suite (un)p des termes de rang pair est est décroissante.
— Remarquons dans ce cas que f (ug) < f(u1) = u1 < uz. Ce qui implique que la sous-suite (un),
des termes de rang impairs est croissante dans ce cas.

En résumé, de ce qui précéde découle la proposition suivante :
Proposition 23 :
lorsque la relation de récurrence upy1 = f (un) dune suite récurrente (uy,) est exprimée par une fonction

décroissante f : R — R, la suite (uy,) n’est pas monotone mais on peut toujours en extraire deux sous suites
monotones :

1. la suite (un), des termes de rang pair,

2. la suite (uy); des termes de rang impair.

Ces deux sous-suites (un)p et (un); sont des monotonies contraires dans le sens ot l'une est croissante
lorsque Dautre est décroissante.
Plus précisément :

1. st ug < ug alors la sous-suite (un)p des termes de rang pair est croissante tandis que la sous-suite
(un); des termes de rang impair est décroissante.

2. siug > ug alors la sous-suite (uy), des termes de rang pair est décroissante tandis que la sous-suite
(un); des termes de rang impair est croissante.
4.2.3 Conditions de convergence d’une suite récurrente

L’étude de la convergence d’une suite est aisée lorsqu’il s’agit d’une suite monotone .
En effet, comme établi par la proposition 15 ( sous-section 1.4.2, page 27 ), pour avoir la garantie de la
convergence d’une suite monotone, il suffit de s’assurer que :

— la suite est majorée si elle croissante;

— la suite est minorée lorsqu’elle est décroissante .
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S’agissant des conditions de convergence d’une suite récurrente (u,), 'exemple 11 ( page 90 ) est inspi-
rant.
En y étudiant la variation de la fonction f on a constaté que f ([0,4]) C [0, 4] et cela nous a permis d’établir
le caractére borné de la suite qui était en plus déja monotone croissante. D’oil sa convergence.

Ces considérations particuliéres a ’exemple 11 sont généralisées par la proposition suivante :

Proposition 24 :
Si f : [a,b] — [a,b] est une fonction continue croissante et si f (la,b]) C [a,b] alors la suite (u,) converge
vers | € [a,b] ot le nombre réel | est tel que f(l) = L.

En effet, comme f ([a,b]) C [a,b] alorsV n € N,a < wu, <b.
La suite (u,) est donc bornée .

— Si ug > ugp alors la suite est croissante (d’aprés la proposition 22 ) et majorée car bornée . Dans ce
cas elle converge vers [ € [a,b] avec f(l) =1 ( d’apres la proposition 21 ).

— Si ug < wyg, alors la suite est décroissante et minorée car bornée . Elle converge donc vers [ € [a, ]
avec f(I) = 1.
Quelles sont les conditions de convergences d’une suite récurrente lorsque la relation de récurrence 41
est exprimée par une fonction décroissante f 7

Comme l'indique la proposition 23, la suite (u,) n’est pas monotone dans ce cas.
En restant dans l'esprit de la proposition 23, il suffit de considérer les deux sous-suites monotones (un)p et
(un); et d’en étudier la convergence.
La suite (uy) est convergente de limite [ € R si et seulement si les deux sous-suites extraites (un), et (un);
convergent également vers la méme limite /.

4.2.4 Etude détaillée d’un exemple

Probléme 8 :

Soit fx la fonction définie sur R par fy(z) = ot A est un paramétre réel strictement positif.

1
1+ef)\a: )
Etudier la variation de fy et donner Uallure de sa courbe,
Montrer que fy admet un centre de symétrie,

Montrer que U'équation fy(x) = x admet une solution unique réelle positive que l'on notera )

e o~

Etudier la suite (uy) définie par ug = 1 et la relation de récurrence upy1 = fr (un) 0@ n est un entier
naturel

Correction :

1. Etudions la variation de la fonction fy la fonction définie sur R par fy(z) = —L153, ol A est un

1+67AI ?
paramétre réel strictement positif.
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, (e
(L4 e’
)\efz\x

= ————>0
(14 e=Ar)?

La fonction f) est donc monotone croissante sur R.

En en étudiant les limites aux bornes on a d’une part :

. . 1 . s
Jim f@) = lim g =0 car T (1467) = oo
d’autre part on a :
lim fy\(z)= lim _ 1 car lim (1 + e_Ax> =0
z—+00 A z—+00 1 + e T—>+00

Pour toute valeur A la fonction fy est donc monotone croissante sur R et prends toutes ses valeurs
dans |0, 1.

On obtient donc une bijection fy : R —]0,1[

En réalisant le tableau de variation on a donc :

x —00 “+00
(@) +
1
a(z)
0

On peut, juste pour raisons d’illustration, prendre A\ = % et on a:

1
a(g) = — —
f%() 1+e*%"’”
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La courbe de cette fonction particuliére est :

1.5

0.5

2. Montrons que f) admet un centre de symétrie.

Il est connu que si un point €2 (a, b) est un centre de symétrie de la courbe représentative f alors dés
que a + x et a — x appartiennent au domaine de définition de f on a la relation :

fla—a)+ fla+a)=2b

Le graphique ci-dessus permet de conjecturer que 2 (07 %) est le centre de symétrie de la courbe. On
a en effet :

fO-2)+f0+z) = f(-z)+f(z)
1 1

1+ e + 1+e A
1+e 4 1+4eM
(1+ &) (1 + e )
I+e ™ +14eM
I+e 4146l
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= 1:2><1
2

En dehors des considérations graphiques on peut aussi utiliser I’habituelle méthodes des coefficients
indéterminés pour trouver a et b.

En effet, en écrivant :
fla—2z)+ f(a+z)=2b,

on en déduit que :

1 N 1 PN 1+ e*/\(a+x) +14+ ef)\(afz) o
1+ e Mamo) 7 1 4 e~AMate) = [14 e Ma=2)] [1 4 e~ Mata)] —

Il en résulte que :
2+ e—Ma+z) +14+ e~ Ma—z)
1 + e~ AMatz) 4 g—Ma—z) 1 g—2a)

=2b

On obtient :
24 e*)\(a‘f’ﬂ?) +14 ef)\(afz) — 92 [1 + efA(aer) + ef)\(afx) + 672a)\}

De cette derniére relation on tire :

2_9h = — [e—k(aﬂr) + e—A(a—x)} + 9 [e—A(aer) 4 e~ Ma—2) 4 e—2a)\i|

En considérant cette égalité des deux polynémes en b on obtient le systéme !

e—)\(a—l-m) + e—A(a—az) — _9
{ [e—)\(a-l—a:) + 6—/\((1—30)] 4+ e—2ah — _q

En substituant 1’équation (1) dans (2) on obtient :
24P = l= e =1=2aA\=0=0a=0

En placant la valeur a = 0 dans la relation f (a — x)+ f (a + ) = 2b on obtient le calcul fait ci-dessus
qui établie que

I(=2) + falz) =1

On a donc : )
2

1. Il convient de remarquer qu’en toute rigueur, chacun des équations de ce systéme est impossible dans la mesure ot lorsque
I’on considére la fonction exponentielle sur R, la quantité e¢” 4 e ne peut pas étre négative car il s’agit d’'une somme des termes
positifs... Cependant, lorsque 1’on étudie des variables complexes, cela est possible (/™ = —1) et bien entendu, il est possible
comme c’est le cas ici qu'un systéme d’équations n’ayant chacune une signification que sur C puisse avoir une solution sur R?.

2b=1—10b=
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3. Montrons que ’équation fy(z) = z admet une solution unique positive notée xy.

h@)=z= fi(z) —2=0

En notant z(z) = fa(x) — x il est évident que x) est la solution unique de I'équation fy(x) = z si et
seulement si 2z est solution unique 'équation z(z) = 0.

(a) Etudions la variation de la fonction z : Rt +— R par :

z(z) = fa(z) —x

J(@) = (@) —af
= fle) -1
)\e—)\x
= ————-1
(1+e2)
e A — (1 + e_/\’”)2
(14 e=)?
ﬁ — (1 + e_’\””)2

(14 e=)?

Comme (1 + e_)‘fﬁ)2 > 0 alors les signes de z'(x) sont ceux de e% -1+ e_/\gc)2

Or sur [0, +oo[ on a évidemment e% <let (1+ e‘A”C)Q > 1

i 2 1+e A= ?
On en déduit que z (z) = m(lijf) < 0 et par conséquent la fonction z(x) = fy(z) — = est
e~ x

monotone décroissante sur [0, 4-00].
D’une part 2(0) = f1(0) —0 = % et lim,, o0 2(2) = limy o fr(2) — limy ooz = 1 —00 = —00

La fonction z : [0, 400 — R est donc monotone décroissante.
(b) Nombre de solutions de fy(z) =z sur R :

Comme la fonction z(x) = fy(x) — = est monotone décroissante sur [0, +oo[ et elle y change de
signe (z(0) > 0 et limy_, 4o 2(z) < 0 ) alors d’aprés le théoréme des valeurs intermeédiaires, I’équa-
tion z(z) = fa(z) — 2 = 0 admet une solution unique sur z, € R™.

Comme z(0) = 3 > 0 et 2(1) = 1+iﬂ — 1 < 0 alors la solution unique z de 'équation fy(z) =z
appartient & l'intervalle [0, 1]
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4. Considérons la suite (u,) définie par :

{ Uug = 1
Un+1 = f)\(un)
5. Convergence de la suite (uy,)

Comme la fonction fy : R — 0, 1] est bornée alors la suite (uy,) est bornée et en particulier minorée.

Comme fy est croissante et u; = fy(up) = —L <1 = wg alors, d’apres la proposition 22 ci-dessus,

3 ] 1+e—*
la suite (u,) est décroissante.

Comme la suite (uy) est décroissante et minorée, on en déduit la convergence de la suite (uy,) vers
une limite unique /.

En vertu de la proposition 21, la limite [ de la suite (uy,) est nécessairement un point fixe de la fonction
f. Comme cette derniére admet x) € ]0, 1] comme unique point fixe, alors la suite (u,) converge vers
[l = T)-

4.2.5 Cas d’une récurrence décroissante

Les considérations précédentes n Tont concerné que les suites pour lesquelles la relation de récurrence est
exprimée par une fonction croissante.

Considérons le cas ou la relation de récurrence u,4+1 = f (u,,) d’une suite récurrente est exprimée grace
& une fonction monotone décroissante f : R — R.

Il s’agit d’un cas qui se déduit facilement de celui ot f est croissante si on applique la fonction fo f a
deux sous-suites de (u,) :
— la sous-suite (ug,) des termes de rang pair :

Uuo, U2:f0f(U0), U4:fof(uQ)’ g

— la sous-suite (ug2,+1) des termes de rang impair :

Uy, U3:f0f(U1), u5:fof(u3)7 y
On obtient au final la proposition suivante :

Proposition 25 :
si f: R+—— R est une fonction continue monotone décroissante , alors pour la suite récurrente (uy),
— la sous-suite (ugy,) des termes de rang pair converge vers une limite | vérifiant fo f(l) =1;

/

— la sous-suite(uzn 1) des termes de rang impair converge vers une limite ! vérifiant f o f (l/> =1
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— la suite (uyp) converge sil =1

En effet, la décroissance de f entraine la croissance de f o f.
— En appliquant la fonction f o f aux termes de la suite (u,) en partant de ug on obtient la sous-suite
des termes de rang pais :

Uuo, UZZfOf(Uo), U4:fof(uZ), g

— En appliquant la fonction f o f aux termes de la suite (u,) en partant de u; on obtient la sous-suite
des termes de rang impais :

u, us=fof(u), wus=fof(ug), , -

Comme pour chacune de ces deux sous-suite la relation de récurrence est exprimée par la fonction crois-
sante f o f, on applique la proposition 22.

4.3 Exercices

Probléme 9 :
Un producteur fait une étude sur la fidélité de sa clientéle depuis 'année n = 0, od il o eu 200 clients. Chaque
année, sa clientéle est composée de 50% des clients de ['année précédente auxquels s’ajoutent 400 nouveaux
clients.
1. Soit u, le nombre de clients de l'année n (ug = 200)
(a) Ezprimer u,y1 en fonction de uy,.
(b) Calculer uy,ug,us et uy

2. Considérons la suite (v,) définie par v, = u, — 800
— Exprimer vpy1 en fonction de vy,
— Quelle est la nature de (vy,) ?
— Calculer la limite de la suite (vy,)

3. Quel sera a long terme le nombre de clients de ce fournisseur ?

Probléme 10

Sur le marché d’un certain bien, la demande le mois n, est donnée par la relation D, = —4p, + 46 ou p, est
le priz du bien le mois n et pg = 5.

Looffre de ce méme bien, le mois n+ 1, est donnée en fonction de p, par Sn11 = 3p, — 10

1. Montrer que lorsque le marché est en équilibre, alors :

3
Pnt+1 = _an + 14

2. On souhaite étudier I’évolution de la suite (py) lorsque le marché est en équilibre chaque mois n. On
considére pour cela la suite auziliaire (uy,) définie par :

un:pn_S
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(a) Montrer que (uy,) est une suite géométrique
(b) En déduire la limite de la suite (py)

3. Déterminer le plus petit entier n pour que |p, — 8| < 1072. Commenter ce résultat & la lumiére du
probléeme.
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Chapitre 5

Intégrales Simples

5.1 Différentielle : premiéres notions

Soit f une fonction de domaine de définition Df et x, € Df .
D’apreés la théorie relative a ’équation de la tangente, ’approximation linéaire de la fonction f au voisinage
de xg est :

f(z) = fwo) + f (zo)(x — 20) = f(wo) + f (z0)Ax

Cette droite représente la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse xg .

La différentielle de f est la fonction qui associe & chaque accroissement Ax = x — zg la quantité
dy = (f(z0) + f (z0)(x — x0)) — f(x0) = t(x) — t(zo) ot t = t(z) est équation de la tangente a la courbe de
f au point d’abscisse xg .

Remarque 22 FEn langage purement géoméltrique, la différentielle df est 'application linéaire qui associe @
tout vecteur Ax = x — xq de la droite vectorielle Dy, tangente a l'axe des abscisses au point xg le vecteur
dy = t(x) — t(xo) = t(z) — f(zo) de la droite vectorielle Dy(,,) tangente a la courbe représentative de f au
point d’ordonnée f(xg) .

Ainsi, en considérant la droite vectorielle Dy, tangente & I’axe des abscisses au point z( ainsi que la droite
vectorielle Dy(,,) tangente a la courbe représentative de f au point d’ordonnée f(z¢), la différentielle dfs,
est I'application linéaire dfy, : Dz, — Dy (a,) qui associe a chaque vecteur Ax € Dy, , le vecteur dy € Dy(y)
défini par :

dfz, (Az) = dy
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Comme Vag € Dy et YAz € Dy, on a dfy, (Az) = f (20).Ax alors on écrit pour tout accroissement Az
de la variable z,

df = f'(z).Ax

Remarquons que la quantité df = f/(x).Ax constitue alors une approximation de 'accroissement A f
qu’a subi la fonction f lorsque la variable x subit I’accroissement Ax et que cette approximation est d’autant
plus meilleure que la quantité Ax est proche de zéro.

Si Az — 0 on écrit tout simplement dz au lieu de Az et dans ce cas dy = y dx constitue la variation (qui
tend, par conséquent vers zéro aussi) de la fonction f consécutivement a celle dx de la variable . On qua-
lifie souvent d’infinitésimales les variations dz et dy = y'dz pour exprimer le fait qu’elles sont négligeables
(tendent vers zéro).

Ces considérations sont justement utilisées pour calculer I'accroissement négligeable provoqué sur une
fonction par un accroissement jugé aussi négligeable de sa variable au voisinage d’un point précis.

Illustration 19 Considérons une grosse sphére métallique de rayon r = 10m .Suite & une augmentation de
la température du milieu ambiant, son rayon passe de 10m o 10,001m.
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Utiliser la notion de différentielle pour trowver, approzimativement, 'accroissement du volume de la sphére

qui en résultera.
INDICATION DE SOLUTION :

Il est connu que le volume V d’une sphére est une fonction de son rayon r exprimée par la relation

Vir)= %m‘?’. Dans cette illustration ’accroissement du rayon est dr = 0.001 au point 9 = 10. La question

consiste alors a exprimer dV =
On obtient alors :

dV =V, dr = (47r?)100.001 = 4 x 3.14 x 10% x 0.001 ~ 1.256m>

Remarque 23 La différentielle en tant que notion théorique est trés subtile mais pour la suite de cet exposé,
la simple relation dy = y dx nous suffira...

5.2 Notion d’intégrale : définition et premiére illustration

Soit f une fonction définie et continue sur U'intervalle I = [a, b].
Qu’appelle-t-on intégrale de f sur l'intervalle I = [a,b] ?

Commencons par subdiviser 'intervalle I en n sous-intervalles en prenant une suite a = z¢g < 11 < 29 <
- < xp—1 <z, = b et dans chaque sous-intervalle I = [xg_1,zk] appelons respectivement My et my le

maximum et le minimum local.

Définition 35 On appelle somme de Riemann supérieure’ la quantité :

n
Sp = (1 — o) My + (29 — 21) Mo + -+ (2 — 1) My = Y (w5 — wi1) My = > Am; M
i=1 i=1
Définition 36 On appelle somme de Riemann inférieure?® la quantité :

n

n
sp = (1 —20)m1 + (T2 — T1)M2 + - -+ (T — Tp1) My = Z(x@- —Ti1)m; = Z Az;m;
=1

i=1
Quelle signification géométrique pouvons-nous donner aux quantités S, et s, 7
En notant S la surface limitée par la courbe représentative de f, ’axe des abscisses ainsi que les droites

verticales x = a et £ = b on démontre aisément que :

1. La suite (S,) est telle que Vn € N, S,41 < S,
2.YneN, §,<8

1. Ou encore Somme de Darboux supérieure
2. Ou encore Somme de Darboux supérieure
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3. On résume ces deux propriétés en disant que la suite (S),) des sommes supérieures de Riemann est
décroissante et majorée par S

Dans le méme ordre d’idées, on démontre que :

1. La suite (sy,) est telle que Vn € N, 5,41 > S,
2.¥yneN, §,>8

3. On résume ces deux propriétés en disant que la suite (S,) des sommes inférieures de Riemann est
croissante et minorée par S

o
N
M
P
=
o
\Z
/'N
-
S
S
&

W

b4 L
Y -
4
)

Ainsi, pour toute fonction f et tout intervalle I = [a, b],

1. la suite (s,) est convergente car elle est & la fois croissante et majorée (par .S),

2. la suite (S,) est convergente car elle est & la fois décroissante et minorée (par S),
Définition 37 On dit d’une fonction f qu’elle est intégrable sur un intervalle I si les suites (Sy) et (s,) des
sommes supérieures et inférieures de Riemann convergent vers une limite commune S appelée intégrale de

la fonction f sur l'intervalle I = [a,b].

On démontre que si f est une fonction continue sur un intervalle I = [a, b], alors elle y est intégrable.
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En remarquant que lorsque n — oo, la quantité Ax tend vers dz et dans ce cas, chacun des intervalles
I, = [xg—1,xk] se réduit (a la limite) en un point de sorte qu’il n’est plus possible de distinguer M}, de my
que 'on note tout simplement par f(z).

En nous convenant de remplacer alors le signe Y de sommation discréte par celui | de sommation
continue on écrit :

S = lim s,
n—o0

= lim S,
n—oo

n—00 4

= lim z”: M; x Az
=1
= lim Zn:f(x)dx

n—00 4
=1

- /abf(x)dx

Ce formalisme justifie le symbole ff f(x)dx qui provient de "7 | M;Ax ou Y ;" ; m;Ax en remarquant
que lorsque n tend vers 400, chacun des sous-intervalles I, = [zj_1, ] se réduisant en un point,

1. M; ou m; est remplacé par f(z),
2. Ax est remplacé par dx

3. Y est remplacé par [

Ainsi la quantité ff f(x)dx représente 'aire de la surface S comprise entre la courbe représentative de
f, Vaxe des abscisses ainsi que les droites verticales x = a et x = b.

Remarque 24 [l généralement difficile d’utiliser cette définition pour calculer une intégrale. On contourne
cet obstacle grace a la formule de Newton-Leibniz d’aprés laquelle :

b
[ #@do = F®) - Fla)

Dans cette expression, F' est une primitive de f c’est-a-dire une fonction dont la dérivée est f.

Avant de parcourir en les illustrant les différentes techniques d’intégration qui permettent de contourner
Iutilisation de cette définition, illustrons cette derniére par un exemple simple.

Ilustration 20 Soit a calculer, en utilisant la définition,

I—/:vdx
0
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La fonction & intégrer est f(z) = z sur l'intervalle I = [0, a]

En subdivisant ce dernier en n sous intervalle de méme longueur ( par conséquent Az = £ ), on obtient

successivement xg = 0,21 = 2,29 = 24 ... g} = k—;,---,xn = ot

" - = a et dans ce cas la somme de Riemann
inférieure vaut :

n n n

= Someai= 23 m= & (504 130 e (1Y)
1=1 i=1

a(a 2a (n—1)a
Ssp=— b ) =~ X

14243+--- -1
il (sl - (1+2434+---+(n—-1))

En tenant compte du fait que 1 +2+3+---+(n—1) = n(n-1) ,on obtient :

2
2 2 2 2,2 2
a a a*n(n—1) a* n°—n a*n®—na
= — X — 1 2 3 cee — 1 = —_—— = X —
e 14243+ +(n-1) n? 2 n? 2 2n?
En définitive,

¢ a’*n? —na®?  a®

/ rdr = lim s, = lim —(———— =—

0 n—+00 n—-+o0 2n 2

Cet exemple simple illustre assez bien combien il peut étre fastidieux de se servir de la définition d'une
intégrale comme limite d’une des sommes de Riemann et permet d’apprécier a sa juste valeur 'importante
formule de Newton-Leibniz. Dans lesprit de cette derniére ( remarque 24), remarquons que la fonction
F(z) = 322 est une primitive de la fonction f(z) = z étant donné que % (32?) =z

Il en résulte que

a 1 1 2
/0 wdsz(a)—F(O)zi(IQ—i.OQ:c;

Exercice 13 FEn utilisant la définition, calculer
b
/ 22dx
0

Nous savons que l'intégrale fabf(w)dx d’une fonction positive f sur Uintervalle I = [a,b], en tant que
limite communes des sommes de Riemann, représente ’aire de la surface limitée par la courbe représentative
Cr de f, 'axe Oz ainsi que les droites verticales x = a et x = b.

5.2.1 Intégrale et primitive

Définition 38 (Primitive d’une fonction) :
on dit que la fonction F est une primitive de la fonction f si F' (x) = f(x) .

Remarquons que si Fy et Fh sont deux primitives de la méme fonction f alors leur différence Fy — Fs est
forcément une constante C.

En effet,
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(Fy — o) ()] = Fi(z) - Fy()
= f(z) - f(z)
=0

Comme [(F} — F3) (w)]/ = 0 alors [(F1 — F2) (z)] = C € R et dans ce cas il existe une constante C' € R
telle que Fy(z) = Fy(z) + C

Remarque 25 :

on déduit de ce qui précéde que si F est une primitive de la fonction f alors toute autre primitive de f est
de la forme F(z)+ C.

Probléme 11 :
quel lien existe-t-il entre une primitive de f sur lintervalle I = [a,b] et l'intégrale fab f(z)dx ?

Considérons, pour commencer, une fonction positive et croissante f sur un intervalle I = [a,b] et notons
Cy la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé.

Considérons alors la fonction A : [a,b] — R définie V' € I = [a,b] par A(z) = [ f(t)dt et fixons xo
dans [a,b] .

Vérifions la dérivabilité sur I de la fonction A : [a,b] — R ainsi définie.

1. Tl est évident que A(a) = 0.
En effet, A(a) = [ f(t)dt = 0.

2. Notons h un réel strictement positif tel que xg +h €

[N —

1

Remarquons que A(zo + h) — A(zo) = [“°" f(t)dt — [0 f(t)dt représente Vaire de la surface limitée

a
par 'axe Ox, la courbe Uy ainsi que les droites verticales x = xg et x = xg + h.
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Comme f est croissante sur [xg, zo + h] il va de soi que :

h x f(.l‘()) < .A(.%() + h) — A(:L’o) < h X f(.%‘(] + h) (5.1)

La quantité h étant positive, on déduit de la relation 5.1 que :

Flag) < AT h,i —A@) _ t(a0 + 1) (5.2)

Comme limy,_o+ f(2z0) = limy_,o+ f(xzo + h) = f(zo) alors :

lim Ao = Alwo) _ oy (5.3)

h—0+ h

3. Remarquons qu’en considérant h un réel strictement négatif tel que 20 + h appartienne & U'intervalle
I=1a,b]:

(a) xo+ h se trouve a gauche de xg et f(xo+ h) < f(zo);
(b) A(xo+ h) — A(zo) est une quantité négative.

Dans ce cas on obtient :
hx (o) < Ao+ h) — Alo) < h x f(ag +h)
En divisant cette derniére inégalité par h (qui est négatif) on obtient :

.A(:C() + h) — A(zo)

f(zo+h) < - < f(zo0)
On déduit de cette derniére relation que :
. A(xo +h) — A(zo)
1 = 5.4
hir(r)l— h f(z0) (5-4)
Les relation 5.3 et 5.4 entraine que
A (o) = lim A0 TR = AW@O) _
h—0 h

La fonction A : [a,b] — R, est donc dérivable en zg et a f(xg) comme nombre dérivé en x.

En définitive, la fonction A : [a,b] — R définie pour tout élément x € I = [a,b] par A(z) = f; f(t)dt
est la primitive de f s’annulant en a.

Remarque 26 (Formule de Newton-Leibniz) :
si une fonction f est intégrable sur lintervalle I = [a,b] et si F' est une primitive quelconque de f alors :

b
/ F(z)dz = F(b) — Fl(a)
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En effet, comme la fonction A : [a,b] — R définie V' 2 € I = [a,b] par A(z) = [ f(t)dt est une
primitive de f alors si F' : [a,b] — R est une autre primitive de f on a nécessairement ( en vertu de la
remarque 25 , page 109 ) F(z) = A(x) + C. Dans ce cas :

F(b) = F(a) = [A(b)+C]—[A(a) +C]
= A(b) — A(a)
= A(b) -0

b
_ / FOdt ™
a
Illustration 21 :
La résolution de Uillustration 20 ainsi que celle de exercice 13 montrent o quel point la formule de Newton-

Leibniz facilite le calcul d’intégrales.

s
. . . . 5 . . !
Ainsi, par exemple, si U'on doit calculer I = [ cosadx , il suffit de remarquer que (sinz) = cosz pour
avoir :

™

I= /2 cosxd:ﬁ:sin(g) —sin(0)=1-0=1
0

Avant d’entrer dans le vif des méthodes d’intégration, il est important de garder & Uesprit les principales
propriétés de 'intégrale.

5.3 Calcul d’intégrales

5.3.1 Propriétés de l’intégrale

1. Relation de CHASLES : si f est une fonction intégrable sur un intervalle K contenant les valeurs

a,b et calors : ,
/a f(z)dzx :/a f(a:)dac—i—/b f(z)dx

En effet, si F' est une primitive de f sur I alors :

b a
/ f(z)dx +/b f)dz = [F(b) = F(a)] + [F(c) — F(a)]
F(c)— F(a)
= / f(x)dx
En particulier :

/abf(w)d:ch/bf(:I:)dw:/aaf(x)dxzoz/abf(x)d:z: —/baf(x)da:
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2. Linéarité de I’intégrale :

Si A1 et Ao sont des constantes et f1, fo sont des fonctions alors :

b b b
/ i) + Aofole)] de = Ay / Fi(2) + Ao / fol)de

3. Signes de l’intégrale :
Considérons f une fonction continue sur un intervalle I et a et b sont deux éléments de I avec a <b .
Si f est positive sur [a, b] alors ff f(z)dz >0

Cette propriété résulte de la définition de 'intégrale, pour une fonction positive, comme aire de la

surface située sous la courbe représentative de f sur [a, b].

(a) si f > 0sur I alors :

i. f:f(m)deOsiagb,

i, [P f(x)dz <O0sia>b
(b) si f <0 sur I alors :
(a) [P f(z)de <O0sia<b,

(b) f;f(a:)dx >0sia>b

HNlustration 22 :
sans faire de calcul, déterminer le signe de chacune des intégrales suivantes :

0.8

0 1
J :/ (1 + sin? ZC) dr, K :/ Vrzdr et L :/ In zdx
-2 0

—92 .5

4. Comparaison d’intégrales :
Si f et g sont des fonctions intégrables sur k = [a, b] telles que Vax € K, f(z) > g(z) alors

/abf(x)dx > /abg(x)dx

En particulier si f > 0 sur k = [a, b] alors fab f(z)dz > 0.
Illustration 23 En utilisant une comparaison d’intégrales, montrons que Inx < x — 1,

Solution :

Vt e [1,4o0[on a :

~+ | =

xl xX
§1:>/ tdtg/ldtélnx—lnlgx—lélnxg:r—l
1 1
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Remarque 27 On peut, évidemment voir (figure ci-dessous) qu’en représentant graphiquement les
fonctions y1 = Inx et yo = x — 1 la courbe représentative de yy est en -dessous de la droite représen-

tative de yo sur [0, 400
5. Inégalité de la moyenne :

Soit f une fonction définie et intégrable sur K = [a,b] .
Sim et M sont respectivement le minimum et le maximum de f sur K, alors :

b
m(b— a) < / F(@)dz < M(b— a)

(a) En particulier, il existe ¢ € [a, b] telle que f; f(z)dr = (b—a).f(c) et dans ce cas la quantité f(c)
s’appelle valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle K = [a, b] .

(b) L’expression valeur moyenne de f sur K signifie aussi que la fonction constante g(x) = f(c)
possede la méme intégrale que f sur K.

Illustration 24 La valeur moyenne de f(x) = cosx sur I = [0, g] est :

1 [ 2 2
W= /2 cosxdr = — (Sin(z) — sin(())) =—
-0 0 T 2

us
2

Ainsi donc, 'intégrale de la fonction constante (représentée par une droite horizontale) y = % R

0.6366198 sur l'intervalle [ = [0, g} est égale a celle de la fonction f(z) = cosax sur I = [0, g] .
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5.3.2 Intégrations immédiates

Il convient de remarquer que le calcul d’une intégrale est directement lié & la recherche des primitives.
C’est pour cette raison que les primitives sont appelées intégrales indéfinies.

En lisant de droite & gauche les formules de dérivation on obtient une premiére série d’intégrales immé-

diates :
1.
/Odac =c
2.
/cd:r =cxr+ ¢
3.

1
/xda:—2x2+c

1
/wmdx__i_lxm“—l—c siom#—1
m

1
/wgd:v = Exlo +c

Plus généralement,

Illustration 25

4.
1
/:B_lda: = /d:n =lnx+e¢
T
5.
/cosxd:n =sinx + ¢
6.
/sinmdw = —cosx +c¢
7.
/s.ec2 zdr = tanx + ¢
8.
/ dzx . Le
———— =—arcsinz
V1— 22
9.
/ —dv +c
————— = arccos
V1— 22
10.

/ dx
—— = arctanx + ¢
1422

UOB, Mars 2025 114 Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025



© Dr Zihindula Biguru Lucien Notes d’Analyse Infinitésimale

/e””dm:ex—l—c

1
/axdx =—a"+c
Ina
Illustration 26 Calculer chacune des primitives suivantes

1. [(22% — 522 + Tz — 3)dx
— Indication: %174 — %:r3 + %:1:2 +3z+c

2. f<ﬁ+:c_%>2dx

— Indication: %wz + 1—7215% —|—3g;§ +c
3. [2%.3% 53 dy

— Indication: mQQSO”’—I—c
4. ftanza:dx

— Indication: tanx —xr + ¢

5. [ay/xde

— Indication: 222\/x +c
2—1—a?

— Indication: 2arcsinx — x + ¢

11.

12.

En considérant la dérivation des fonctions hyperboliques, on peut compléter davantage le tableau des
intégrales immédiates :

1. fcoshxdx =sinhz + ¢

2. [sinhzdx = coshz + C

w

- d :f(l—tanhzx)dx:tanhx+c

cosh? z

4. [ $de+1 = Argsinhx + ¢

5. [ \/Q% = Argcoshx + ¢

(@

A dch = Argtanhx + ¢
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5.3.3 Intégrations par changement de variable
Notions

Soit & calculer, par exemple,
I= /(21}2 + 62 +2)7 (42 + 6)dx

Il est vrai que cette intégrale n’est pas immédiate mais si nous posons ¢t = 222 4 6x + 2 nous obtenons
par différentiation dt = (4z + 6)dz de sorte que 'intégrale initiale devienne :

1
I= /(23}2 + 6z + 2)7(4z + 6)dz = /t7dt = §t8 +c
A ce stade il suffit de remplacer ¢ par sa valeur pour obtenir :
1
/(23@2 + 62 +2)" (4 + 6)dx = §(2x2 +6x+2)8%+¢

Une premiére version de I'intégration par changement de variable s’obtient en généralisant cet exemple

simple.

Il arrive en effet que lintégrale [ f(z)dz ne soit pas immédiate mais en remarquant que la fonction f
sous le signe d’intégration peut se mettre sous la forme f(z) = g(¢(x))d¢(x) avec [ g(¢)dt une intégrale
immeédiate, il suffit alors d’opérer le changement de variable ¢(z) =t pour que I'on obtienne

[ t@do = [ gt)a0

Pour I'exemple liminaire ci-dessus, ¢(z) = 222 + 6z + 2 et g(z) = 27 .

qui est immeédiate.

Il est alors facile de voir que go ¢ = g (¢(z)) = g(222 + 6z + 2) = (222 + 62 + 2)7

et dp = (4x + 6)dx de sorte que
[ oo = [ sy

avec comme avantage notable que l'intégrale de la fonction g (avec comme nouvelle variable ¢ ) est immé-
diate contrairement a la premiére intégrale ( de f avec comme variable x ).

A premiére vue, un tel formalisme peut sembler flou pour certaing mais avec un peu d’effort et d’exercices
les choses deviennent progressivement limpides.

[ (Int)?
[/ " dt

Illustration 27 Calculons 'intégrale
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En posant s = Int on obtient par différentiation ds = % de sorte que 'intégrale initiale devienne

I:/(nt) dt:/(lnt)ll(t:/s4ds:585+625(1nt)5+c

Illustration 28 Calciler

I:/xQ\/a:3+5da:

En posant t = 23 4+ 5 on obtient dt = 3z2dx ou encore z2dx = %dt de sorte que I'on obtient :
1 2, 4
I=g \/idtzg(a: +5)Vad +5+¢

Remarque 28 Supposons que [ f(z)dz = F(x) + ¢ . Pour calculer I = [ f(ax + b)dx i suffit de faire le
changement de variable t = ax + b c¢’est-a-dire dx = %dt pour obtenir

I= 1/f(t)dx:F(t)+c
a
Ainsi, de fagon définitive si [ f(x)dx = F(x) + ¢ alors
1
/f(aac+b)d:v = aF(a:L'ij) +c

Illustration 29 En appliquant la remarque 28 on obtient par exemple,
1. [coszdx =sinz + ¢ = [cos(ax + b)dz = Lsin(az +b) + ¢
2. [e*dr=¢"+c= fe“”3+bdx = %6‘”% +c
3. [sec? zdz = tanz 4 ¢ = [ sec(az + b)dx = L tan(az 4+ b) + ¢
(a) Ainsi par exemple [sec®(Tz — 2)dx = L tan(7z — 2) + ¢

Remarque 29 :
dx

: : 1
la remarque 28 ci-dessus entraine, par ezemple que | 75 = +1n |az + b| + ¢

Ainsi, il est avantageuz, lorsque cela est possible ( discriminant A = b> — 4ac > 0 ), de transformer les

fonctions & intégrer, de la forme en une somme I+ 2 afin d’appliquer directement la formule.

c
ax?+br+tc T—x] | T2

Exercice 14 :

A titre d’exzemple, calculons I = B

/:Uzd—xaQ :/(x—ac)ifx—l-a)

; : 1 1 A B .
En mettant Uezpression ——— = w=A)(Fa) S0US la forme = + 77as trouvons les constantes Aelt B :

. A+B A—aB
Si —xfa + B = L1 qlors L = (A+Bjztad—a

z+a — (z—a)(z+a) @—a)(@ta) ~  (z—a)(@ta) Dans ce cas :
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>A=—

A+B=0 ‘
aAd—-—aB =1 ’

2a

2~ o
|
S

Au final ;

1 1
/ dx _ / 2 _Za da
x2 — qa? r—a x+a
i dzx i dx
2a r—a 2a T+ a

1
= —[ln|z—a|—In|z+ ]

2a
1 T —a

= —In +c
2a r+a

Exercice 15 Fuites le changement de variable le mieux indiqué pour calculer

4
_ 3cosx 3 _ zdx
I —/e sinzdr et Ig —/$10_2

Il existe une autre version de changement de variable qu’on peut appréhender grace & ’exemple suivant :
d
I= i
81 + x2
X

Si nous posons x = 9tant c’est-a-dire § = tant ou encore ¢t = arctan i nous obtenons en différentiant
dr = 9sec? tdt et

Soit & calculer

81 + 22 =81 + 81+ (9tant)? = 81 + 81 tan?¢ = 81(1 + tan?t) = 81sec’¢

I / dx /95e02tdt 1/dt 1t+ 1acta $+
— — = = — C = —ar n — C
81 + a2 8lsec2t 9 9 9 9
En généralisant ce schéma on montre sans difficulté que que pour des intégrales de la forme I = mzdﬁ il
suffit de poser x = atant pour avoir
/ dx 1 T
—— = —arctan — +¢

a?+z2 a a

Nous avons

A la lumiére de cet exemple, notons qu’il arrive aussi que Uintégrale I = [ f(z)dz ne soit pas immédiate
mais si on constate qu’en posant = 1(t) Vintégrale I = [ f ((t)) ¢’ (t)dt devient immédiate on parle aussi
d’un changement de variable.
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Remarque 30 L’expérience montre justement, a ce sujet, que pour des intégrales contenant l'expression de

la forme :

1. a® + 2% il est avisé d’essayer le changement de variable x = atant

2. 22 — a? il est avisé d’essayer le changement de variable x = asect

3. a® — 22 il est avisé d’essayer le changement de variable x = asint

Beaucoup d’autres astuces existent et se mattrisent en faisant beaucoup d’exercices et il est bien entendu
important de noter que contrairement auz efforts de dérivation, pour l'apprentissage des intégrales il n’existe
pas de formule passe-partout et rien ne remplace donc I’habitude de beaucoup s’exercer...

Intégration utilisant la fonction sec

1. Soit & calculer la dérivée de la fonction f(z) = In (sec z + tan x).

f ()

(secz + tan a;),

secx 4+ tanx

sec z tan x + sec?

secx +tanzx
secz (secx + tanx)

secxr + tanx

secx 4+ tanx
secr X ——
secx + tanx

sec T

Le calcul ci-dessus nous permet de compléter le tableau des intégrales immeédiates par :

/ seczdr = In (secz + tanx) + ¢ (5.5)

2. Soit a calculer I = [ \/%

(a) Pour I = [ \/xd%ﬁ, faisons, en vertu de la remarque 30, le changement de variable x = atant =

tant = %
dx = asec? tdt

Dans ce cas,

I =

UOB, Mars 2025

asec? tdt
va?tan?t + a?

asec? tdt

Va? (tan? +1)
a sec? tdt

va2sec?t
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B / asec? tdt
N asect

= / sec tdt

= In|sect + tant| +c

= In \/1+tan2t+tant‘+c
= In \/1+tan2t+tant‘—|—c

/ 2
= In 1+x—2—i—E
a’>  a

/2 2
— hlu_,_f_’_
a a

vai+ 22+ x

a

+c

= In

= In|lvVaZ+22+z|—Ilna+c

= In|vVaZ+22+z|+c

sect = 2%
a

_(_dx . . _
(b) Pour I, = [ Tt faisons le changement de variable ( remarque 30 ) x = asect = { d = asecttan tdt

Dans ce cas,

/ asecttantdt
Ir =

asec?t — q?
asecttantdt

Va2 (sec?t —1)

asecttantdt

Va?tan?t

= / sec tdt

= In|sect + tant| +c

= In sect+\/sec2t—1’+c
2
= lnng %71 +c
a a
T 2 — a?
= In|—+ +c
a a
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x+ Va2 — a?
= In|——|+c¢

= Injz++vV22—-a?| —lna+c

= Injlz++vVz22—-d?|+c

En définitive , nous obtenions :

dx
=In|z+ Va2 +a?|+¢ dx
/ Va?+a ou encore / =In )x +Vaz2+ az‘ +c
I wczhiaz:lnx+ 22— a2+ ¢ Va2 + a2

5.3.4 Intégration des fonctions rationnelles
Cas de certaines expressions contenant le trindme ax? + bz + ¢

Il existe une approche générale et simple pour aborder des intégrations contenant le trinéme du second
degré sous I'une des formes :

/ dx / (cx +d)dx / (cx + d) dx
S - ou encore —_—
ar? +br +c ar? +bx +c’ \/a:p2+bx+c Vvar?i+br=c
1. S’agissant de I; = | %

Il est judicieux, ici, de transformer le dénominateur en ’écrivant sous la forme d’une somme (ou une
différence) des deux carrés :

b
ar’ +br+c = a<$2+x+c>
a a

= a-w +2£:c+ b 2+E— b 2
a 2a 2a a 2a
I VR AT

- 2a a 4a?

B a- x—i—i 2 B2 4ac

- 2a + 4a?

, on obtient :

dx 1 dx
A .
! /ax2+bx+c a/{(x_,_i)?ikﬂ (57)

En prenant k? + ib _4“
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dans la relation 5.7, il suffit de faire le changement de variable z + % =t i.e. dr = dt pour obtenir la

forme
d 1 d 1 dt
I, = / L / < =— / ——— qui est est d'une des deux formes immeédiate
ax’?+br+c a [($+i)2j:k2} a |l 2+ k2
2a
Exercice 16 : Calculons I = m

Remarquons que :

I—l/ dx _1/ dx _1/ dx
2/ 2?+4x+10 2) (@?+4x+4)+6  2) (242)%+6
En posant x + 2 = ¢ on obtient dx = dt. Ainsi

1 / dt 1 t V6 V6t
I =— — = ——arctan| — | = — arctan | —
2 t2+6 2\/6 \/6 12 6

En définitive,

——— = —— arctan
222 4+ 8z + 20 12

/ dz V6 [\/6(m+2)

(cx+d)dz

2. Intégrale de la forme [ P

Pour ce type d’intégrales, il suffit de créer la dérivée du dénominateur au numérateur pour décomposer
Iintégrale initiale en une somme des deux intégrales :

cx +d = (2az +b) + (d — 2)

ar?+br+c axr?+bxr+c

- < (2a$+b)dl’+ d—c—b / dx
20 ) ar?+br+c 2a ar? +br+c
En posant t = ax? 4+ bx + c i.e. dt = (2ax + b) dz, le premier terme vaut = [ % = g-Int +c =
7 In ‘aa:2 + bx + c‘ + ¢ tandis que le second est une intégrale du type précédent.

Exercice 17 : Calculons I = I%

En appliquant la démarche ci-haut on obtient :

Alinsi,

/(w+3)dx _ /é(?x—2>+<3—1)d$

x2—2x—5 2 —-2x -5

_ 1/ (2z — 2) d:c—|—4/ dx2
2) x2—-2x -5 (x—1)*—6

1 9 t

= iln‘:r —2:r—5‘+4/t2_6 avec t=x—1
1 4 —(x -1

= —111‘3:2—23:—5’4- In V6 (& )
2 2v/6 6+ (z—10
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3. Intégrale de la forme [ ﬁ

Notes d’Analyse Infinitésimale

Remarquons que ’expression ﬁ peut se mettre sous la forme :
1 1 1

VarZ+bz=c Va

(x4 L) + k2

4. Intégrale de la forme [ \/%
Ainsi,
dx 1 1
Varibite vl Jooriat
ax x + ¢
(.Z' + %) + kQ
En posant t = = + —a on obtient une intégrale de la forme [ W dont on sait qu’elle vaut

ln‘x+\/t:ta2’—|—c

5. intégrale de la forme [

(cx+d)dz
Vax?+bxrtc

Cette intégrale se raméne facilement aux formes précédentes. En effet,

(cx +d)dx
Var? +bx +c

cb

2a)dx

/£@m+m+w

Vax? +bx +c

c (2ax + b) dx

x
_ —_ | d_i /
2a ax? +bxr +c < 2a> Var?+br +c

c d(axQ—i-ba;—i-

o . <d_ cb) /ﬂf
Vax? +br+c 2a Var? +br+c

I + 1

Un changement de variable ¢t = ax? + bx + ¢ permet de calculer aisément la premiére intégrale I
tandis que la seconde Iy est déja traitée . . .

Exercice 18 : C’alculerf\/%d

UOB, Mars 2025

/

5+ 3

_dx
V2 + 4z + 10

l/g@x+4y+@—
Va2 + 4z + 10
5 2z +4)dx

V2 + 4z + 10

5\/x2+4x+10—7/

10
)da:

/\/;U2+4:U—|—1

\Mx+m2+6

5\/1:2+41:+10—71n‘93+2+\/(az+2)2+6‘+c
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Fonctions rationnelles proprement dites

Nous savons qu’'une fonction f est dite rationnelle si elle s’écrit comme quotient f(z) = gg% de deux

polynémes P et Q.

Dans leur forme générale, les polynémes P et () n’ont pas de racine commune. Autrement, si a est

une racine commune & P et Q, on en déduirait qu’il existe P’ et Q' tels que P(z) = (x — a)P'(2) et
Q(z) = (z — a)Q'(x). Dans ce cas expression f(z) = ggg de f serait f(x) = g,gg :
Définition 39 : Considérons f(x) = % une fonction rationnelle.

— On dit que la fraction % est réguliére si le degré du numérateur est inférieur a celui du dénominateur.

— Dans le cas contraire la fraction [ est dite irréguliére .

243z
z24+2x+3
En opérant la division euclidienne du numeérateur z* — 3z par le dénominateur 22> + 2z + 3, on obtient

x? — 2z + 1 comme quotient et x — 3 comme reste. Il en résulte que :

A titre d]exemple, la fraction est irréguliére.

r—3

4
x* — 3z 9
— -9 1 v
(@ v )+x2+2x+3

2 4+2x+3

De facon générale, si f(z) = % est une fraction irréguliére, la division euclidienne de P(z) par Q(x)
conduit & un quotient p(x) et un reste r(x) dont le degré est inférieur a celui du dénominateur Q(x).
Ainsi, une fraction rationnelle irréguliere f(z) = ggg peut toujours s’écrire comme la somme f(x) =

p(z) + Cg((ﬂ;)) d’un polynoéme p(x) et d’une fonction rationnelle réguliére é((i)).

Comme les fonctions polynéomes p(z) constituent la catégorie des fonctions les plus faciles a intégrer, on

retient que les méthodes d’intégration des fonctions rationnelles f(z) = ggg se doivent de se concentrer sur

les fonctions rationnelles réguliéres.

Définition 40 (Elements simples ) :
Considérons les fonctions rationnelles réguliéres suivantes :

1 &

c—a’

(& .
2. @ avec n>2,

-% avec n>2 et A=p>—4¢*> <0;
I e avee 22 et A=p—dg> <0

Elles sont appelées, respectivement, éléments simples de type I, II, III et 1V.
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1. INTEGRATION DES ELEMENTS SIMPLES DE TYPE 1

cdz
/ =cln|z—a|+¢

r—a

2. INTEGRATION DES ELEMENTS SIMPLES DE TYPE II

/(xcflzw:/c(x—a)_”dx

Il suffit de remarquer que le changement de variable t = x — a i.e. dv = dt permet d’obtenir
[ = [etmdt = St +

(z—a)” —

Au final on obtient :

cdz c len c /
/(m—a)”zl—n(x_a) +C:(l—n)(aﬁ—a)n_l+c
Exemple 12 :
3dx 3 -1
/(:c+4)7:(1—7)(x+4)6+0:2(x+4)6+c

3. INTEGRATION DES ELEMENTS SIMPLES DE TYPE III

az+b

— 2 2
Tionrg Avec n>2 e A=p°—4¢°<0

Soit & calculer

En créant, comme précédemment, au numeérateur, la dérivée du trinéme z? + px + ¢ , on obtient
évidemment :

/(C:L‘er)dx B /§(2x+p)+(d_02p)dx
2 +pr+q z?2 +pr+q

_ C/Mdﬂ( _cp>/dw
2 ) 22 +pr+q 2 2+ pxr+q
c 9 cp dx
= §ln‘$ +p$+Q‘+<d—2)/(x+p)2+<q p2)
2 T4

= gln‘xQ—i—px—Fq‘—F(d—%)I/

dx

Moyennant le changement de variable habituel 2 4+ £ = ¢, la derniére intégrale I "= [ —=——~
(e+8) "+ (a=5r)

est de la forme [ ﬂdifa? = Larctan (2) + ¢
(3z+5)dx

Exemple 13 : Soit a caleuler I = [ 55
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3x+5
[ = [P0 g
/x2+5x+9 o

T
22 +5x+9

_ /g(2x+5)—gdm

2 +5x+9

3/(2:U+5)dx 5/ dx
= —_ 7(1:[:—7 _—
2) 224+5x+9 2) 224+5x+9
3 5 dzx
lnx2—|—5l‘+9—/
A RE

En posant t =z + %, on obtient :

/ dx _/dt
@ripen S PeT

T

Alinsi,

3z +5 3., 5 211 2V/11 (255)
/I2—l—5$_’_9d$ = 5111‘:1: +5$+9‘ — 5 X 11 arctan [11 +c

5v11 \/11(2$+5)
1 arctan T

= %1n\x2+5x+9\—

4. S’AGISSANT DE L'INTEGRATION DES ELEMENTS SIMPLES DE TYPE IV, L.E. f%,

un petit rappel s'impose sur le rapport de la différentielle d’une fonction sur sa paissance :

Nous savons que pour toute fonction dérivable u(z) on a :

< 1 >/ - (u”)/ B —nu" ' —nad

un

(Un)2 u2n - un+1

! !
Comme (u%) = % alors on a :

W 1 1y . d 1
urtl T p—1 \nn-l e ur (n—1) \ur—!
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Ainsi, pour toute fonction dérivable u(x) on a :

- (2)e(c)

Le calcul de 'intégration des éléments simples de type IV utilise une importante formule de réduction
des intégrales de la forme I,, = [ (5521#)” dont la plus simple est [; = [ :E;lﬁ = l arctan ( ) + c.

I :/ dx _ 1/(:L‘2+a2)—;v2dx
" (2 + a2)" a? (22 + a?)"
B i dzx B 1/ x2dx
a2 (.1'2 + a2)n—1 a2 (.’E2 + a?)"

B 1/ dx _1/ r.xdx
- a2 (a:2+a2)n_1 a2 (x2—|—a2)n

1 dz 1 [ z.3(2zdz)
1 dzx 1 [ z.3d(a®+2?)
1 dx 1 d (a,2 + x2)
Or, en vertu de la relation 5.8 | % = _1 —5d (u" 1) Il en résulte alors que :
I:/ dx _ 1/ dx _i xd(a2+:v2)
" (22 + a?)" az ) (22 +a2)"'  2a2 (22 4 a?)"

- 3w 4l

En utilisant la formule d’intégration par parties ( [ AdO = AO — [OdA ) on remarque que :

/x p { 1 ] B x _/ dx B x g
S L@+ a)" ! (22 4 a2)"! (22 +a2)"' (22 +a2)"! el

Ainsi,

dx 1 dx
L= 5 5m = =3 Tt 53 z.d
(22 + a?) a (2% + a?) 2a (n—1) x2+a2)

B 1/ dx I
a?) (@24 a2)"! 2a2n—1 ac2+a2 et

2a2(n — 1) [(m2+a2) e 1}
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T 1 1
= — ————| I
2a2(n — 1) (22 + a2)" + [QQ 2a%(n — 1)] el
@ 2(n—1)—1
= n—1 2 In*l
2a2(n — 1) (22 + a?) 2a%(n —1)
z 2n -3
= + I

2a2(n — 1) (#2 4+ a2)" ' 2a%(n —1)

On obtient en définitive 'importante formule de réduction des intégrales de la forme I,, = [ @i% qui
sont trés utiles, comme on va le voir, dans la derniére étape de l'intégration des éléments simples de type
vV :

dx x 2n — 3
I = = I, 5.9
" / (22 +a2)"  2a2(n—1) (22 +a2)" " 2a%(n—1)"" ! (59)
Exemple 14 : Soit a calculer Is = [ (xZig;E))?’
En utilisant la formule 5.9 on a :
dx x
— = 5 + Iy
(22 + a?) 50.2 (22 +25)°  90.2
_ T + 3 T n 1 7
T 100 (22 +25)2 100 [50 (22 +25) ' 50
T 3x 3

I
100 (22 + 25)° T 5000 (22 + 25) T 5000

Comme I = [ x;f% = éarctan (%) + ¢, alors au final,
/ dx x n 3z n y 1 arcta ( ) n
— —arctan (| — c
(22 +a2)® 100 (22 +25)> 5000 (22 +25) ' 5000 ~ 5 5

En revenant a l'intégration des éléments simples de type IV on a :

/ (cx+d)de /g(2m+p)—|—(d—c§))dx
(22 +px +q)" (22 +px +q)"

_ c/ (2z +p) dx +<d—6p)/ dx
2) (a*+pz+q) 2/ ) (#*+pr+q)°
_ I/ —"_ I//

Pour I' = gf %, le changement de variable t = 22 4 px + ¢ donne :
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S’agissant de l'intégrale I" ona:

Notes d’Analyse Infinitésimale

c [t

2/t

¢ /t"dt

2

c 1

2(1—n)

¢

2(1 —n)tn—t
c

2(1 = n) (2% +pr +q)

t=" 4 ¢

+c

+c

n—1

" / dm
I = —
(22 + px +q)

En posant t = z + £ on obtient :

dzx

A EETOR D)

dx

voir 5.9

”" / d.fU
I = 7
(22 + px +q)

:/ [<x+g)2il‘(q_zf>r :/(t2+dfn2)

= =1y

Ainsi, la derniére étape de calcul de I'intégrale I " utilisera nécessairement la formule de réduction 5.9 .

Exemple 15 : Calculer I = [ (z—1)dz

(x —1)dx

([ v
(2% + 22+ 3)

r_1 (2z+2)dx
Pour I = 2 f (z2422+3)2’

UOB, Mars 2025

(2242z+3)?

_ /;(2x+2)+(—1—1)dx
(22 4 2z + 3)?
1 (2z + 2)dx dx
B 2/($2+2$+3)2_ /(w2+2w+3)2
= I'+1I

posons t = 22 + 2x + 3, i.e. dt = (2 + 2)dz . Nous obtenons :
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dx

Pour 1 :—QIM

En vertu de la relation 5.9 ci-haut, ( I,, = [ (

Au final :
I — I/ n I//

UOB, Mars 2025

/ 1

2(22+ 2z + 3)

5, en transformant le dénominateur on obtient :

dx

_2/ (22 + 2z + 3)?
dr

_2/ (@ +1)? +2}2

dt
—2/ en posant t=x+1
(t2 +2)°

dx T

Notes d’Analyse Infinitésimale

2n—3

dt
(2 +2)?

o

—21

t
—2
[4.1 (t2+2) + 4?1[1]

—t 1[
22+2) 27
—t 11 . t N
— ——=arctan ({ — C
2(t2+2) 2,2 V2
— ﬁacta tﬂ +
— —— ar n| ——- C
2(t24+2) 4 2
—(x+1)

— —— arctan

V2 V2(z +1)
2(x2+22x+3) 4
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= — X2 arct
22 +20+3) 2242w +3) 4 e 2

V2 (z+1)
2

-1 —(x+1) V2 [\@(1‘4—1)

Alinsi,

— — arctan +c
2

/ (x—1)dx —z—2 V2 V2 (x+1)
(22+2z+3)?% 2@2+220+3) 4

5.3.5 Changement de variable dans une intégrale définie

Lorsqu’on change la variable d’intégration dans une intégrale définie, il convient de trouver les valeurs
des bornes pour la nouvelle variable :
Soit & calculer l'intégrale

1
I :/ (322 + 42 + 2)7 (62 + 4)dx
0

En posant 322 +4x +2 =t = (62 + 4)dz = dt

En ce qui concerne les bornes, = 0 sera remplacée par t = 3.02 +4.0 + 2 = 2 et = = 1 sera remplacée
part =312+41+2=9

Dans ce cas

1 9 1 1 98 728
I= / (322 + 42 + 2)7 (62 + 4)dx = / tTdt = —.9% — ~.28 =
0 2 8 8 8

Exercice 19 Calculons l'intégrale

2
I—/ VA4 — x2dz
0

Posons & = 2sint (voir remarque 30 page 119)
= dx = 2costdt

:1::0:>0:2sint:t:0et:r:2:>2:2$int:>1:sint:>t:%

2 jus s
I:/ V4 —x?dx = /2 V4 — 4sin?t(2cost)dt = /2 \/4(1 — sin?t)(2 cos t)dt
0 0 1

2

2 3 2 (1 2t
:>I:/ \/4—:U2dx:/24c052tdt:4/2 <+COS>dt=(7T—O)+(O_O):7r
0 0 0

5.4 Autres exercices

Calculer chacune des primitives suivantes :

1. 1=

22_a2
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T—a

r+a

— Indication de réponse : é In +c

=]

— Indication de réponse :arcsin(%) + ¢

_ sin 2zdx
3. 1= f V3—costx

— a2
Indication de réponse : — arcsin (@) te

_ xdzx
4. 1= f 4422245

2
— Indication de réponse : %arctan (1*—’) +c
5. I = f x2edx
— TIndication de réponse : e* (22 — 2z +2) + ¢
6. I = [Va?—2%dx

— Indication de réponse : § arcsin £ + §£+v/a? — 22 +¢

5.5 Calcul des surfaces

L’utilisation du calcul intégral dans la recherche des aires des surfaces limitées par des courbes s’appelle
quadrature et elle est basée sur le principe selon lequel,
— sil’aire A est limitée par la courbe représentative de f, I’axe des abscisses ainsi que les droites verticales
z=aet x=>alors:

A= /abf(a:)dx

— si sur U'intervalle concerné, f(x) < g(x) alors la surface limitée par les courbes représentatives respec-
tives de ces fonctions est :

b
A= [ lo@) - s@)da

— il convient de noter que pour le calcul d’aire la valeur trouvée doit étre positive. C’est pourquoi on
ne doit pas perdre de vue le fait que lintégrale d’une fonction sur un intervalle ou la courbe est en
dessous de ’axes des abscisses est négative et positive dans le cas contraire.

Mlustration 30 Calculer 'aire A limitée par la courbe représentative de f(x) = cosx , l'aze des abscisses

ainsi que les droites verticales v = 7§ et v = %r.

Solution :

Premiére phase: un graphique

—Im
— 1

™

En représentant la courbe de y = cos(x) entre les abscisses x = 7 et x on obtient :

Seconde phase: choix judicieux des bornes et calculs
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.\PK

)
27
pate

;>v

X

L’aire totale comporte trois parties A1, Ao et A3 et comme le montre le graphique, A1 et A3 sont positives

tandis que Ag est négative.

Pour s’assurer de la positivité de chacune des aires prises en compte on aura :

A=A — Ay + A3

Ainsi,

Exercice 20 Cualculer l'aire de

Solution :

Ay = fzg cos(x)dx = [sin x]
B

27

INEINTE]
Il
—
|
S

w
3

avec Ay = [2 cos(z)dr = [sinz] 2 = —1—1=—2
kS %
Ao = [ cos(aydo = fimal £ =~ +1
2 2
14], - 4412 '+- 1‘13

4

(-
2

4—2

3T

2

V&

/2 cos(z)dx — /2 cos(z)dz + A ’ cos(z)dx
jus g 777

o (-%24)

la surface comprise entre la courbe y = —x% et y +x +2 = 0.

Recherche des bornes d’intégration

Les coordonnées des points d’intersection entre la parabole y = —z2 et la droite y + « + 2 = 0 sont

solutions du systéme

UOB, Mars 2025
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En résolvant ce systéme on obtient x = —1 et £ = 2 comme le montre le graphique suivant :
™S
Comme sur l'intervalle [—1,2[ la parabole y = —22 est au-dessus de la droite y = —x — 2 alors 'aire A

comprise entre les deux vaut :

A:/2 [_552—(—$—2)}d1:=/2(—1:2+x+2)d$:3

-1 -1

Exercice 21 Soit f(z) =2 +2, g(z)=—-3z+% et h(z)=1z+1
Calculer laire comprise entre les représentations graphiques des fonctions f,g et h

Indication : A = [13 (z+2)— (zz+ 1)) dz + f; (—3z+ ) —(Gz+ 1)) dz =3
Exercice 22 Calculons l'aire A limitée par la courbe représentative dey=Inxz z=1 et z=ce
Solution :

En représentant la fonction f(z) =Ilnz entrez=1et x =eon a:

Il en ressort clairement que 'aire A cherchée vaut :

A :/ In xdx =7
1

La méthode d’intégration par parties donne :

u:lnxidu:%
dv=dr=v==x

Il en résulte que :
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A = /lnxdx
1
= [uvﬁ—/ vdu
1

¢ d
= [xlnx]i—/ o
1

= [olnaft — 2]
(e.lne—1.In1) — (e —1)

— (=0 —(e—1)
1

Exercice 23 Calculer ’aire limitée par y = % et y=17— 2% (premier quadrant).

4 1
A:/ ((17x) S)dleS
1 X

Exercice 24 Calculer laire de la surface limitée par les courbes y = 0.2522 et y = 3z — 0.5z

Solution :
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=

y = 0.02522

y2 = 33 — 0,522 donne z1 = 0 et x9 = 4 comme le confirme la représentation

la résolution du systéme {

graphique :

Il résulte de cette représentation graphique que laire cherchée vaut :

4
A= / (3z — 0.52° — 0.252%) dz = 8
0
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Chapitre 6

Equations différentielles ordinaires

6.1 Introduction

Lors de la modélisation de beaucoup de phénoménes économiques et naturels, il arrive souvent qu’on soit
dans le besoin de trouver une fonction y = f(x) (ou y = f(t)) décrivant ’évolution d'une grandeur d’intérét
y en fonction d’'une certaine variable x (ou décrivant I’évolution d’un certain phénomeéne y en fonction du
temps t).

11 est cependant rare qu’on soit & mesure de trouver directement la dépendance entre y et x. Il est généralement
plus aisée d’exprimer une relation entre la variable x, la fonction y et le taux de variation %. Considérons,
a titre d’exemple introductif que la population d’une certaine région soit de taille 10 000 000 d’habitants
en janvier 2012. Pour des raisons de planification, il se pose le besoin d’approximer son évolution future en
fonction du temps. Concrétement, on souhaite disposer d'une fonction P = f(t) sensée donner le nombre
d’habitants a I'instant ¢ en prenant 2012 comme année d’origine. La seule chose dont nous sommes certain est
que P(0) = 10000000 . Comment trouver I’expression explicite de la fonction P(t) ? Dans beaucoup de modéle
de croissance de la population, on admet généralement que le taux de croissance d'une population est,
a chaque instant, proportionnelle au nombre d’habitants. Cette hypothése se traduit mathématiquement
par le fait qu’il existe un réel k > 0, telle que 22 = P(t) (i) tout en sachant que P(0) = 10000000 (i7) .

dt
La relation (i) ci-dessus peut s’écrire dP = Pdt ou encore :

dP — Pdt =0 (%)

Il s’agit d'une équation dont I'inconnue est une fonction (la fonction P(t)) et dont la formulation (i) contient
la fonction inconnue ainsi que certaines de ses dérivées : ¢’est un exemple simple d’équation différentielle. La
condition (7 ) ci-dessus est une condition initiale de ’équation différentielle (ast ).

6.2 Généralisation et notions fondamentales

De nombreux problémes d’Economie, de Physique, des Sciences naturelles et d'une autre multitude de
domaines s’abordent en faisant intervenir une certaine catégorie d’équations dites différentielles. Comme nous
I’avons souligné ci-haut, la nécessité de telles équations vient du fait que le plus souvent, lorsque I’on cherche
a modéliser un phénoméne par une fonction qui en exprime I’évolution en fonction d’un certain nombre de
variables, il est généralement possible d’exploiter les hypothéses inhérentes au phénomene pour trouver une
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relation liant la fonction inconnue G certaines de ses variables et a certaines de ses dérivées par rapport a
ces derniéres.
Une telle équation s’appelle équation différentielle.

— lorsque la fonction inconnue ne dépend que d’une seule variable, on parle d’équation différentielle
ordinaire.

— lorsque par contre, la fonction inconnue y = f (z1,x9, - - -, x,) dépend de plusieurs variables (1, xo, - - -, zp)
et que I’équation met en relation cette fonction, certaines de ses variables ainsi que certaines de ses
dérivées partielles E% on parle d’'équations différentielles aux dérivées partielles.

Dans cette partie nous introduisons uniquement quelques notions de base sur les équations différentielles
ordinaires.

Définition 41 une équation différentielle ordinaire d’ordre n est une relation de la forme
F (x7y7y/7 y//7 U 7?/(n)) =0

L’ordre d’une équation différentielle est donc celui de la dérivée la plus élevée.
Notons qu’une telle équation peut dans certains cas ne pas contenir x et y et certaines dérivées d 7ordre
inférieur & n . Ainsi par exemple, les équations

! 2 . 1" ! " I
y—i—;y:smx, y +4y +13y =0, y +yy =0

sont respectivement du premier, du second et du troisiéme ordre.

Définition 42 une équation différentielle est dite linéaire si son premier membre est un polyndme du premier
degré par rapport & la fonction inconnue y et ses dérivées y .,y -,y (et ne comprend pas de leurs
produits).

En d’autres termes, une équation différentielle linéaire est de la forme :
ao(:n)y(") + al(x)y(n_l) + -+ an(z)y = f2)

Dans cette expression les fonctions ag(x), ai(x),- -, an(z) , généralement définies sur un intervalle commun
sont appelés les coefficients de I’équation différentielle linéaire tandis que la fonction f(z) en est le second
membre. Lorsque le second membre d’une telle équation est identiquement nul (f(x) =0, Vz), on dit que
I’équation linéaire est homogeéne et dans le cas contraire elle est non homogéne.

Définition 43 toute fonction y = @(x) qui vérifie une équation différentielle est une solution ou encore
une intégrale.
— Résoudre ou intégrer une équation différentielle donnée revient & en trouver toutes les solutions dans
un domaine donné.
— La courbe représentative d’une solution d’une équation différentielle s’appelle une courbe intégrale.

Pour mieux appréhender la notion de solution générale d’une équation différentielle, considérons I’équation
21 . 1"
élémentaire, y =0 .
" I\’ /
Comme y = (y) =0alorsy = ¢ , une constante et dans ce cas on a :

/ d
Y :clz>dy:01:>dy:cldac:>y:/cldx:clx+62
T
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Ainsi la solution y(z) = ¢;(z) + ¢ de I'équation différentielle 3 = 0 comporte deux constantes arbitraires ¢,
et co et ce n’est pas un hasard si le nombre de constantes arbitraires est exactement égal & l'ordre de ’équation.
Une telle solution s’appelle la solution générale de I’équation et dans le cas considéré, elle représente toute
une infinité de solutions de I’équation différentielle.

Définition 44 on appelle solution générale d’une équation différentielle ordinaire d’ordre n la solution
y=p(x,c1,c, -+, cp) dont le nombre de constantes arbitraires indépendantes cq,ca, -+, ¢y est égal & Uordre
de l'équation.

Toute solution d’une équation différentielle qu’on obtient & partir de sa solution générale en donnant des
valeurs déterminées aux constantes arbitraires qu’elle comporte est appelée solution particuliére de cette
équation.

Exercice 25 considérons Uéquation différentielle v +y =0

Remarquons que si ¢; et co sont des constantes arbitraires, la fonction f(x) = ¢1 cosx + co sinx vérifie cette
équation. En effet :

17

(cr1cosx + casinx) + (c1 cosz + cpsin ZL‘)’ = (—c1sinx 4 cgcos x)/ + (¢1 cosx + co sin ZL‘)I
= (—cy1cosx — casinz) + (¢1 cosx + cosinx)
=0

Ainsi, f(x) = ¢1cosx 4 cosinx est la solution générale de 1’équation y// + y = 0 tandis que, par exemple,
8cosx — Tsinz en est une solution particuliére. En donnant aux constantes c¢; et co des valeurs arbitraires
on obtient la famille suivante des courbes intégrales :

g /

NI
\\\

SN (
. \ 3 i

AN
WA

w4

N\

v
L
7
/ e
~
N e
\m
% N
NS
N\
N

&s

A

/
/]

N

gy
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6.3 Equation différentielle du premier ordre

Une telle équation se présente sous la forme F'(z,y, y/) = 0 et dans les cas les plus simples, cette équation
peut étre explicitée par rapport & y pour avoir y = f (x,y) ou encore, de maniére équivalente :

d
ﬁzf(x,y)

La solution générale de cette équation est de la forme y = @(z,¢) ol ¢ est une constante arbitraire. Géo-
métriquement, la solution générale y = ¢(x, c) représente une famille de courbes intégrales (voir graphique
ci-dessus) correspondant chacune & une valeur précise de la constante ¢. La relation y/ = f(z,y) implique la
propriété d’aprés laquelle en chacun des points M (z,y) de chaque courbe intégrale la pente de la tangente
satisfait & la condition tana = f(x,y) avec o 'angle formé par la tangente avec la partie positive de I'axe
des abscisses. Si on se donne un point M (xg,yo) par lequel doit passer une courbe intégrale cela implique
le choix d’une courbe correspondant & une solution particuliére parmi I'infinité de courbes intégrales. Ana-
lytiquement, la donnée du point My(xg,yo) se raméne a une condition dite initiale : y = yo pour x = xg.
Connaissant la solution générale, la donnée d’une condition initiale conduit, dans les cas les plus simples, a
I'équation yo = @(xo,c) grace a laquelle on détermine la constante ¢ afin d’obtenir la forme explicite de la
solution particuliére correspondante .

Remarque 31 La donnée d’une condition initiale pour une équation du premier ordre constitue ce qu’on
appelle le probléme de Cauchy du premier ordre qui s’énonce de la maniére sutvante : Trouver une
solution y = (z) de I'équation différentielle F(z,y,y) = 0 qui satisfait a la condition initiale yo = ¢(x)

Il convient de souligner encore une fois le fait que les équations différentielles constituent un appareil ma-
thématique a ’aide duquel sont étudiés des phénomeénes se déroulant dans la nature. Si les hypothéses du
probléme définissent entiérement un phénoméne concret, alors la solution de ’équation différentielle définis-
sant la loi du déroulement du phénoméne doit étre unique. 1l en résulte que la solution générale de ’équation
différentielle ne donne pas de réponse, dans ce cas, a la question posée pour la simple raison qu’elle contient
des constantes arbitraires. C’est pourquoi pour étre adaptées a la résolution des problémes concrets, les
équations différentielles doivent étre complétées des conditions supplémentaires. Dans le cas le plus simple,
ces conditions supplémentaires sont des conditions initiales conduisant au probléme de Cauchy.

Il est fréquent de trouver une équation différentielle F(x, y, y/) = 0 sous la forme P(z,y)dz+Q(z,y)dy =0
ou P(z,y) et Q(z,y) sont des fonctions connues. Signalons qu’il n’existe malheureusement pas de méthode
générale pour résoudre n'importe quelle équation différentielle, méme du premier ordre!

L’étude des équations différentielles consiste généralement a considérer certains types particuliers
d’équations et a en étudier les méthodes d’intégration.

6.3.1 Equations différentielles du premier ordre a variables séparées.

Définition 45 on appelle équation différentielle o variables séparées toute équation de la forme M (x)dx +
N(y)dy = 0.

L’expression variables séparées se justifie par le fait que dans cette équation différentielle, 'expression
précédant dx ne dépend que de x tandis que celle précédant dy ne dépend que de .
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En intégrant les deux membres de I’équation a variables séparées on obtient

/M(x)dx—l—/N(y)dy:c

qui est la forme implicite de la solution générale de ’équation.

Définition 46 On appelle équation différentielle & variables séparables, une équation de la forme :

My (z)N1(y)dz + Ma(x) N2 (y)dy

ot les fonctions My, My ne dépendent que de x alors que les fonctions N1, No ne dépendent que de y .

Remarquons qu’en divisant I'équation différentielle a variables séparables M (z) N1 (y)dx+ My (x)No(y)dy
par P'expression Np(y)Ma(x) on obtient ’équation & variables séparées :

M () Na(y)
dxr + dy =0
()™ W)™
La solution générale de cette derniére est :
M N.
1(%) - 2(y) dy =
My () Ni(y)

Exemples

1. Déterminons la fonction P(t) du probléme introductif (voir 6.1 page 137).

Corrigé :

dP
dt

UOB, Mars 2025

ol

N

kP

dP = kPdt

dP — kEPdt =0

dP

5 kdt =0
dP

InP—-kt=c¢

InP=c+kt

P(t) _ ec+kt

P(t) = eeM

P(t) = CeM car et =c¢
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En placant la condition initiale P(0) = 10000000 dans l'expression P(t) = Ce** on obtient :

10000000 = Ce® = C' = 10000000

L’évolution de cette population en fonction du temps (sous cette hypothése) sera donc décrite par la
fonction :

P(t) = 10000000e**

Dans cette expression, le paramétre positif k£ est une caractéristique de la population concernée et sa
détermination nécessite une donnée supplémentaire.

2. Soit a résoudre 'équation différentielle zdx + ydy = 0

Solution :

En remarquant que les variables sont séparées, on obtient comme solution générale :

2 2
/mdx—l—/ydyzcéé%—%:c

En multipliant cette solution générale par 2, on obtient 22 + 42 = ¢ , ce qui exprime clairement que
cette solution générale représente une famille de cercles concentriques centrés a 'origine.

3. Soit a résoudre 'équation différentielle (1 + z)ydx + (1 — y)zdy = 0

Solution :

En remarquant qu’il suffit de diviser I’équation par xy pour séparer ses variables, on obtient :

1 1 1 1
+$dﬂc+ydy:()z<+1>dx—|—<—1>dy:0
x Y x Y

In en résulte que

1 1
/<+1>da:+/<_1>dy=c:lnw+$+lny—yzc
T Yy

Ou encore In(zy) +z —y=c¢

Equations différentielles homogénes du premier ordre

Définition 47 Nous savons (voir 7?7 a la page 7?7 ) qu’une fonction P(x,y) est homogéne de degré n si quel
que soit le nombre k on a l'identité :

P(kz,ky) = k" P(z,y)
Illustration 31 la fonction P(z,y) = 222 — 3zy — 5y? est une fonction homogéne de degré 2 .

En effet,
P(kx, ky) = 2k*z? — 3k%xy — 5k*y? = k*(22% — 3zy — 5y%) = K*P(x,y)
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Définition 48 Une équation différentielle de la forme P(x,y)dz + Q(x,y)dy = 0 est dite homogéne si les
coefficients P(x,y) et Q(z,y) des différentielles des variables x et y sont des fonctions homogénes de méme
degré.

En divisant équation P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 par dx on obtient la relation P(x,y) + Q(m,y)% =0
qu’on peut mettre sous la forme

dy  P(z,y)

de Qz,y)

Remarquons dans que dans ce cas la fonction —ggzg = f(=z,y) est homogeéne de degré zéro. En effet,

:f($,y)

_ Plkaky) _ K'Plzy) - Pl@,y) _ o,
fkeky) = = o by ~ Q) ~ Qg Y

La relation f(kx,ky) = k°f(z,y) justifie la deuxiéme définition, naturellement équivalente & la premiére
qu’on donne des équations homogénes.

Définition 49 L’équation différentielle du premier ordre % = f(x,y) est dite homogéne si la fonction f(x,y)
est homogéne de degré zéro.

Pour résoudre une telle équation, on exploite le fait (voir 7?7, page ??) que f(kx, ky) = f(x,y) pour poser
k= % et dans ce cas on obtient f (z,y) = f (1, %)
Une équation différentielle homogéne Z—I = f(z,y) peut donc se mettre sous la forme

dy

. Y
i (175) (*)

Dans cette derniére expression, on fait la substitution :

Y, dy _
u—$:>y—ux:>d$—u+dxx (%)

En plagant la relation (xx ) dans I’équation différentielle ( *) on obtient 'équation & variables séparables :

du
u+x% = f(1,u)

La séparation des variables donne :

du du dz
1) = At
u=fLw) Tdr f(Lu)—u =«

L’intégration de cette derniére relation donne :

/ du dx n
——— = —+c¢
f(u) —u x
En substituant finalement £ & u aprés intégration, on obtient la solution de I’équation différentielle
@ =)
dr — Y) -
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Exercice 26 Soit a résoudre ’équation différentielle (x 4+ y)dx + xdy =0

1. En faisant allusion a la forme standard P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 pour cette équation on obtient
P(z,y) = x +y et Q(z,y) = x qui sont des fonctions homogénes de degré un'® et il en résulte que
cette équation différentielle est homogéne au sens de la définition 49 ci-dessus.

2. En la divisant par dx et en explicitant % on obtient :

dy z+y

29 ——(1+2

dx T ( x )

Y

X

u ~+ x% . En placant ces expressions dans 1’équation différentielle initiale on I’obtient sous la forme :
du dx

du
ut oo (14 u) = zdu = ( u)d:n:>1+2u "

En intégrant la derniére expression on obtient :

dy _

3. Dans I’équation obtenue % = —(14 %) on pose comme le prévoit la theéorie, £ = u = y = uzr = 3¢

1
= 51n(2u+1) =—Inz+c=>mnR2u+1)=-2hz+Inc=In (%)
x

Il en résulte que

c 2 c
ul=—=Y =5
x x x
Il en résulte en définitive que
1 C1 1
Yy=——x+ — ennotant c¢3 = =c
2 T 2
Exercice 27 Résoudre l’équation différentielle % = x{”j’yz
Solution :
Comume le second membre est une fonction homogéne de degré zéro, I’équation différentielle % = gﬁf_ny

est homogeéne au sens de la définition 49.
— En posant u = % , on obtient % =u+ x% et en placant ces expressions dans I’équation initiale on
obtient :

— en séparant les variables on obtient :
1 —u? 11
( u?;)du dxxi( )duch:
— L’intégration de cette relation donne :
LI Inu=Ilnz+Inc= b = Inuzc
2u? 2u?
— en remplacant v par £ on obtient sous forme implicite I'intégrale générale de I’équation initiale :

$2

7 = In(cz)

1. La vérification est triviale.
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6.3.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre.

En particularisant la définition générale 42 & la page 138, on obtient la définition suivante :

Définition 50 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est de la forme a(x)y +b(x)y+c(z) =0
ot a(x),b(x) et c(x) sont des fonctions données.

Comme a(x) # 0 (sinon cette équation n’aurait rien de différentiel), cette équation peut se mettre sous
forme réduite (en divisant par a(x) ) :

b(x)

J+w=f@)aw0p@%=a5 et f(z)=

—c(x)

a(z)

Pour résoudre ’équation (x ), représentons la fonction cherchée y par le produit des deux facteurs : y = uv
ol u est une solution non nulle de I'équation homogene correspondantes 1’ + p(x)u = 0 et v une nouvelle
fonction inconnue.
y:uv:>y/ :vu/—i—uv/

En revenant & I’équation différentielle initiale on obtient :
y +plx)y = f(z) = vu +uww + plx)uw = f(z)

En mettant v en évidence dans le premier et le troisiéme terme, on obtient :

v (ul —i—p(x)u) +uv = f(z)

En tenant compte du fait que la fonction u est une solution particuliére de ’équation homogéne associée
on obtient le systéme :

u' 4 p(z)u

w' = f(x)
[’équation (i) de ce systéme permet de trouver une solution particuliére de u qu’on place dans (i7) pour
trouver une solution générale de v et former, en définitive, la solution y = uv de 'équation différentielle

y +py = f(x)

Exemples
1. Soit a résoudre équation différentielle zy + 2y = 2.

Solution :
En divisant cette équation par x on l'obtient sous la forme standard y/ + %y = x oll en posant

Y =uUv = y/ = wv' + ¢ v on obtient

! ! 2 I 2 !
u v+ uv —l—uv:x:>v(u +u>+uv =x
x x
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En suivant les étapes décrites ci-dessus on obtient le systéme :

{u’+§u=o (4)

L’équation (i) donne
du 2 N du 2d = u(a) 1
—=——u=>—=——dz=>ux)= —
dx T u x x?

Cette solution particuliére de (i) placée dans (i) donne :

1 dv

1
?%:xjdv:x3dx:>v(x):fx4+c

4
On en déduit que :

1 /1 2
y(x) = u(z)v(z) = 2 (43;4 + c) = % + % ¢ étant une constante arbitraire

2. Résoudre I'équation différentielle
dy 2

d:v_x—i—l

y=(z+1)°

Solution :
En posant y = uv = % = uwv' + v on obtient :

/ ’ 2 3 U
uw +uv— 1uv=(x+1) =vlu —

2 /
Y 1u>—|—uv:($+1)3

T+

On en déduit le systéme :

L’équation (i) , & variables séparables donne :

@— 2 —0:>d—u—2 dr
dx x+1u_ u x+1

:lnu:ln[(a:—kl)ﬂ =u=(z+1)?

En placant cette expression dans (i7) on obtient :

v

(r+1) Ir

1
—(z+1)P=>dv=(z+1)dz=v= §(x+1)2+c
La solution générale est donc :

y =u(z) x v(z) = (z+1)° [(x+1)2+c] = te(r+1)?
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6.3.3 Equation de Bernoulli

Définition 51 On appelle équation de Bernoulli une équation différentielle de la forme % +p(x)y = q(z)y”

ot p(x) et q(x) sont des fonctions continues de x (ou méme des constantes) et n # 0,n # 1 (sinon on aurait
une équation linéaire).

L’équation de Bernoulli se raméne aisément & une équation linéaire.
Il suffit pour cela de la diviser par y™ pour obtenir :

ady

o +p(@)y " =q(z) (%)

Y

En faisant ensuite dans (x ) la substitution z = y~"*! on obtient % = (—n + 1)y‘”% qui, substituée
dans I’équation (x ) donne :

1 dz+
haiad 5 —
—n+1ldz p 4

Cette derniére équation étant linéaire en z, donne la fonction z dont on déduit y.

Illustration 32 Résolvons l’équation différentielle % +yx = 23y3

Solution :

— En divisant cette équation par y> on obtient :

dy

-3 -2 3

e X =X *

y ooty (%)

— En posant z =y 2 = g—fc = —2y*3% on obtient en substituant cette relation dans (x) :
dz ‘
= 2wz = 223 (%%
T ()

— L’équation (xx) étant linéaire, il suffit d’y poser z = uv = g—; = u'v 4 uv et dans ce cas I’équation
(x%) devient :

u'v + w — 2zuy = —21° = v (u/ — 2xu> + w = —27°
La partie ' — 2zu = 0 donne u(z) = e” et dans ce cas la partie uv’ = —223 devient :
z2 dv 3 3 —z? 3 22
e d—:—2:c = dv = —2x"¢ =v= [ 2z°e " dx
T

Résolvons l'intégrale v = [ —223e " dx par parties :
v = /—2x3612d$ = /1:2 (—Qxefxzda:)

a=12°= da = 2zdx
b=e " < db= —2ze
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Il en résulte que :

v(z) = ab—/bda
z2e —/emQQxdx

= 227 —i—/e_x2 (—2zdx)

2

_ 2 2
= z%¢ ¥ +e " +oc

Il en résulte que la solution générale de ’équation linéaire (s#x) est :

z(x) = wu(z) xv(x)
= (acze_x2 + e~ + c)
= 22 +1+ ce®’

La relation z = y~2 donne :

Yy = 224+ 1+ce”
1
—2:x2—|—1+ce:"’2
Y
1
y2: 2 2
x4+ 14 ce*
1

Va2 41+ cet”
1

La fonction y(zr) = ———=—— est la solution générale de I’équation différentielle Y 4y = 23y3
vV 22+ 1+4cex? d

= y(r) =

6.4 Equations différentielles du second ordre

6.4.1 Notions de base

Une équation différentielle du second ordre, résolue par rapport & la dérivée d’ordre le plus élevé, se
présente sous la forme générale suivante :

Y =f(957y7y>

La solution générale y = ¢(x, ¢1,c2) d’une telle équation comporte deux constantes arbitraires ¢y, co .

Par chaque point M (z9,yo) du plan R? il passe en général un faisceau de courbes intégrales. Ainsi, pour
extraire de cette famille de courbes intégrales une courbe intégrale déterminée I'(x) , il ne suffit pas (contrai-
rement aux équations du premier ordre) de préciser un point M (zg, yo) par lequel elle passe. Il faut en plus
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spécifier la direction dans laquelle la courbe I'(x) passe par le point M (xg,yp) , ¢’est-a-dire donner la pente
de la tangente & la courbe I'(x) au point d’abscisse x.

Analytiquement, il est nécessaire de disposer des conditions initiales de la forme : y = yo,y/ = yg) pour
Tr = X(Q.

6.4.2 Quelques types d’équations du second ordre
Equations de la forme 3" = f(2)
Il est évident que :

"

Yy f()=>y—/f Ydx + ¢1 = y(z) /Uf d:E-i—cl]dx—f-cQ

Equations de la forme 3" = f(y)

En posant y/ = p et en considérant p comme une fonction de y on obtient :

no dy _dpdy dp

4 de  dy'dx dy

L’équation y = f(y) prend alors la forme :

Py = f(y)

En séparant les variables dans cette derniére équation on obtient :

2
pdp = f(y)dy = % = /f(y)dy+ 1

p:i\/2/f(y)dy+c1

Comme p = % alors ’équation différentielle initiale s’écrit :

o =i\/2/f(y)dy+c1

En faisant une nouvelle séparation des variables et une nouvelle intégration on obtient finalement :

/,/2ff dy+01

Nous recommandons aux étudiants de ne pas céder a la tentation de retenir cette formule étant donné
qu 7il est plus avantageux d’assimiler ce procédé d’intégration.

Cette derniére relation donne alors :

x+02
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lustration 33 Résolvons Uéquation vy =y=3 (i)

Corrigé :
/ - P
En posant y = p on obtient comme annoncé :

":dﬁz@@:@ (i)
dv  dy dz dyp

En portant la relation (i7) dans (i) on obtient :

d

p 3 (4id)

@p:y

En séparant les variables dans (7i7) on obtient sans peine :
2

2 —
C .
pdp:y_?’dy=>%='0_72+51=>p=ﬂ:vcl—y*2 (iv)

En remplacant p par % dans la relation (iv) , on obtient :

dy :i\/clyz—l

dx Y

(v)
En séparant les variables dans I’équation différentielle (v) on obtient :

c1ydy

ii
! Vey?—1

—— =4d

ydy
cay?—1

= +cdxe (vi)

En intégrant 1’équation (vi) on obtient :

d
avey  _ t(arz+c2) = Veay? —1=t(c1x + ¢2)

Vey? —1 B

En définitive :
Cly2 —1= (Cl$ + 62)2

Equations de la forme y" = f(y')

Pour ce genre d’équations il est recommandé de poser y/ =p= y” = j—g et alors I’équation initiale
devient : p
p .
o i
L iw @

En séparant les variables dans (i) on obtient :

dp—:c ﬁz:v c1 (i
== e @

Pour résumer la démarche, précisons qu’il suffit d’intégrer (i7) pour déterminer la quantité p = % qu’on
intégre une fois de plus pour trouver la fonction y.
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Ilustration 34 Trouver la solution de léquation différentielle 2y'y" = 1 qui satisfait auz conditions initiales
y:(),y/:lpourarzl

Solution :

En posant y/ =p=y = Z—Z on obtient :

dp .
L =1
i (4)

En séparant les variables dans (i) on obtient 1’équation :
2pdp = dx = p* =z +¢; (i)

Pour déterminer la constante ¢; , utilisons la condition initialep =y =1l pourz =1,0onal=1+4¢ =
c1 =0 et donc :

d
p2:x:>p:d—i:+\/5 (1)

Le choix du signe + dans la relation (i77) tient & ce que pour = 1 nous devons avoir p =1 .
En séparant les variables dans la relation (iii) on obtient :

2
dy:\/idm:y:/\/%dx:3m;+02 (iv)
2
7.

Pour déterminer la constante co , posons x = 1 et y = 0, pour obtenir cp = —
La solution cherchée est alors 5
3
r)=-(x2 — 1)
ylz) = 5 (

6.4.3 Equations différentielles linéaires homogénes du second ordre a coefficients constants

Les équations différentielles linéaires homogénes & coefficients constants sont un cas particuliérement
simple des équations différentielles linéaires homogenes.

Pour ces derniéres, il existe une importante propriété générale qui permet d’accéder facilement a la
solution générale lorsque l'on considére le cas particulier des coefficients constants.

Considérons une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre :

y +p)y +q@)y=0 (i)

Les coefficients p(z) et ¢(z) de ’équation (i) sont des fonctions continues.

Considérons y1(z) et y2(x) des solutions particuliéres de cette équation (i) .

On dit que deux solutions et sont linéairement dépendantes, s’il est possibles de choisir des constantes
et qui ne sont pas simultanément nuls et telle qu’une combinaison linéaire de ces fonctions soit égale & zéro
(fonction nulle), c’est-a-dire :

d,a1,a2 € R:a1y1 +asys =0
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Dans le cas contraire, ces deux solutions sont dites linéairement indépendantes ssi
ayr +agy2 =0=a1 =a2 =0

Exemple : les fonctions fi(z) = eF17 et fo(x) = €2 sont linéairement indépendantes pour ki # ko.
Connaissant deux solutions particuliéres linéairement indépendantes de 1'équation différentielle (7) , on
peut facilement en obtenir la solution générale. Il suffit pour cela, d’utiliser le résultat suivant :

Proposition 26 Si yi(x) et y2(x) sont des solutions particuliére de ’équation différentielle (i) alors la
solution générale de cette équation est une combinaison linéaire de ces solutions particuliéres.
En d’autres termes, la solution générale de [’équation est de la forme :

f(z) = ciy1 + cay2

Considérons maintenant le cas ou les coefficients sont constants. Nous avons alors une équation de la
forme :
y +py +qu=0 (%) avecp et q des constantes

kx

Cherchons une solution particuliére de I'équation () sous la forme y = €"* o k est un nombre constant

a déterminer.
Comme y = e** alors y/ = kek® et y// = k2e*® . En introduisant ces derniéres expressions dans I’équation
(*) on obtient :
k2™ + pke® + gef* = 0 = (k* + pk +q) " =0 (i)

En simplifiant par I'expression non nulle e** la relation (i) donne :
k> +pk+q=0 (i)

L’équation du second degré (i7i) a partir de laquelle on détermine la constante k sappelle équation
caractéristique de ’équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants (x ) .
Comme (i7) est une équation du second degré, on en cherche le discriminant A = p? — 4q et trois cas
sont évidemment envisageables :
1. A=p>—4¢g>0
alors ’équation caractéristique admet deux racines k1 # ko et dans ces cas les solutions particuliéres
y1 = €T et y; = €2 sont linéairement indépendantes.
Il en résulte alors que I'équation différentielle y” + py’ + gy = 0 admet comme solution générale :

f(x) = c1eM + cpek2®
Ilustration 35 [équation différentielle v’ — 2y — 8y = 0 admet comme solution générale flx) =
c1e® + coe™®

2. A=p?>—49=0
Il est évident que dans ce cas, 'équation caractéristique admet une seule racine ky = ka = =5 .
Il en résulte que I'une des solutions particuliéres est :

_p
ylze 2%
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Toute autre solution particuliére yo , linéairement indépendante de y; , sera nécessairement de la
forme ya = y1 X z(z) ou z est une fonction de x qui n’est pas identiquement une constante.

-1 _p
Considérons ys = e™ 2%z

En dérivant successivement y2(x) on obtient d'une part :

y;(x) =e 5% + efgx.(—g)z = 5" (zl — §z>
D’autre part :

2
Yy = e 5 (z - gz ) - gefg‘r (z - gz) — ¢ 5% <Z —pz + iz)

En introduisant ces expressions respectives de yo, y/2, yg dans ’équation différentielle initiale, on obtient
By

aprés simplification par le facteur commun e™ 27 |
2 2

%z+pz/—%z+q220

1"

zZ — pz/ +
Cette expression est équivalente a :

2
z + (q—i)z:O:llz —(p2—4q)z:0 ()
Z'=0.
Il résulte de cette derniére équation que z' = a et par conséquent z(z) = ax + b ol a et b sont des
constantes arbitraires.

Comme dans ce cas A = 0, alors 'équation () implique que 4z = 0 =

De ce qui précéde, on déduit alors que
yo(z) = (az +b)e 2

Comume il est suffisant & ce stade de disposer d’une solution particuliére linéairement indépendante a
la premiére, on prend généralement a = 1 et b = 0 pour avoir :

ya(z) = re” s

La solution générale de I'équation différentielle initiale est donc de la forme :

f(@) = c1y1 + cayp = cre” 2" + come™ 2 = (c1 + caw) e 2°

TNlustration 36 Résoudre ’équation différentielle y” — 6y/ +9y =0

Solution :

Comme I’équation caractéristique k? — 6k 4+ 9 = 0 posséde une seule solution k& = 3 alors la solution

générale est :

y = (c1 + cox)
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3. A=p?> —49<0
Il est évident que lorsque le discriminant est strictement négatif, I’équation caractéristique admet
deux racines complexes (appartenant a ’ensemble C ) conjuguées de la forme :

ki=a+ i et ka=a—pi avec a:—g et B=+v-A
On démontre dans ce cas que la solution générale de I’équation différentielle initiale peut se mettre
sous la forme :

f(z) = [c1 cos(Bx) + casin(Bx)] e
HNlustration 37 Résolvons l’équation différentielle y —6y +13y =0

Son équation caractéristique est k% — 6k + 13 = 0 et a comme discriminant A = 36 — 52 = —16 < 0 .
En remarquant dans ce cas que 1’équation caractéristique ci-dessus admet deux racines complexes
conjuguées k19 = % = 3+ 2i , on déduit de la théorie ci-dessus que o = 3 et § = 2 de sorte que la
solution générale est de la forme :

f(z) = € ¢ cos(2x) + ¢z sin(2z)]

6.4.4 Equations différentielles linéaires non homogénes du second ordre a coefficients
constants

Considérons une équation différentielle linéaire non homogeéne (c’est-a-dire avec second membre) du se-
cond ordre :

y +py +aqy=flx) (i)

Dans cette équation p et ¢ sont des constantes données et le second membre f(z) est une fonction continue.

On démontre? que la solution générale de I'équation non homogéne (i) s’obtient en ajoutant a
la solution générale de I'équation homogéne associée y” + py + qy = 0 une solution particuliére de
I’équation (i) .

En d’autres termes, si g(x) est la solution générale de I’équation homogene associée et z(z) est une
solution particuliére de I’équation () alors la solution générale de (i) est de la forme :

f(@) = g(x) + 2(x)

Comme nous savons déja trouver la solution générale de I’équation homogeéne, il est question & ce stade
de savoir obtenir une solution particuliére de 1’équation y// + py/ +qy = f(x).

Il est facile de deviner que la recherche de cette solution particuliére dépendra étroitement de la forme
de la fonction f(z) .

On applique généralement une méthode dite des coefficients indéterminés.

Limitons-nous & examiner quelques cas simples.

2. Nous omettons volontairement la démonstration pour ne pas nuire a I’enchainement linéaire de ’exposé de I'idée principale
mais les étudiants intéressés peuvent en trouver une longue mais trés claire aux pages 502 -509 du vieux ouvrage [?] de la
Bibliographie de V. Koudriavtsev et B. Démidovitch, disponible a la Faculté des Sciences de I"Université Catholique de
Bukavu.
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— Le second membre f(x) est une fonction exponentielle f(x) = ae™* avec a # 0 .
Cherchons la solution particuliére z sous forme exponentielle z = Ae™® ou A est un coefficient
indéterminé (inconnue).
En dérivant cette solution particuliére potentielle on obtient sans peine :

"

i
2 = Ame™ et z = AmZe™

En portant les expressions respectives de f(z), de z(x) et ses dérivées dans 1'équation avec second
membre, on obtient :

Am2e™ 4 pAme™ + qAe™ = ae™® = [A(m2 +pm + q)] et = qe™*

En simplifiant cette derniére égalité par la quantité e™* | on obtient la relation :

A(m? +pm+q) =a
Relativement a cette relation, deux cas sont envisageables :

1. si le nombre réel m n’est pas racine de I’équation caractéristique, c’est-a-dire, si m? +pm +q # 0

alors A = m de sorte que 'on obtient une solution particuliére de I’équation avec second
membre de la forme :
mx
B ae
m2 +pm+q

2. 11 peut arriver que le nombre réel m soit racine de I’équation caractéristique, c’est-a-dire, si m? +
pm + ¢ = 0 alors 'équation A(m? + pm + q) = a est incohérente et dans ce cas I'équation avec
second membre n’admet pas de solution particuliére sous la forme z = Ae™*.

On démontre dans ce sous-cas (nous n’exploitons pas tous les détails dans ces notes) que si m est
une racine simple de I’équation caractéristique, il convient de prendre une solution particuliére de
I’équation avec second membre sous la forme z(z) = Axe™®

On dérive comme précédemment z et on place sa dérivée premiére et sa dérivée seconde dans 1 7équa-
tion différentielle initiale et on applique la méthode des coefficients indéterminés.

Si par contre m est une racine double de ’équation caractéristique il est recommandé de chercher une
solution particuliere de I’équation avec second membre sous la forme z(z) = Azxe™®

Hlustration 38 Soit ¢ résoudre I'équation différentielle y' =5y + 6y =e*

L’équation caractéristique de ’équation homogéne associée est k? —5k+6 = 0 et posséde deux racines
distinctes k1 = 2 et ko = 3 de sorte que la solution générale de I’équation homogéne associée est :

y(x) = 1% + cpe®

Comme le second membre est de la forme e™* avec m = 1 et comme en plus m = 1 n’est pas racine
de I’équation caractéristique (12 —5 x 146 # 0), la recherche d’une solution particuliére de I’équation
avec second membre sous forme z(z) = Ae® donne A = % cest-a-dire z(z) = 3e® .

De tout ce qui précéde on déduit que la solution générale de I’équation différentielle y =5y +6y=e”
est :

1
f(x) = c1e® 4 c2e3® + §em
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— Le second membre f(x) de Péquation différentielle 4" + py' + qy = f(x) est un polynome trigonome-
trique f(z) = M coswx + N sinwz
Il convient dans ce cas de chercher la solution particuliére de ’équation avec second membre, également
sous la forme z(x) = Acoswz + Bsinwx , oi A et B sont des fonctions & déterminer.
En dérivant la fonction z on obtient successivement :

!/ "

2 = —Awsinwr + Bwcoswzr et 2z = —Aw?coswr — Bw?sinwz

En placant ces relations dans I’équation y// —|—py/ + qy = f(x) , on obtient sans peine :
(—Aw? + Bpw + Aq) coswz + (—Bw? — Apw + Bq) sinwz = M coswz + N sinwz
En égalant dans les coefficients des termes semblables dans cette relation, on obtient le systéme :

Alg—w?*) + Bpw =M
—Apw+ B(g—w?) =N

C’est en général a partir de ce systéme qu’on détermine les coefficients A et B mais s'il arrive (rare)

qu’il n’admette pas de solution il est recommandé d’appliquer la méme stratégie avec cette fois z(x) =

x (Acoswz + Bsinwz) comme fonction candidate au titre de solution particuliére de I’équation avec

second membre.

C’est plus long que difficile et ¢a marche généralement pour autant qu’on ne commet pas d’erreur

aussi bien dans les dérivations, I’identification des coefficients en bien entendu la résolution du systéme

d’équations linéaires dont les inconnues sont les coefficients.

Nlustration 39 Résoudre Uéquation différentielle y' — 4y + 4y = cos x

Indication de réponse :

o . 3 4
f(x) = (c1 + cox) €** + gp COST — o sinz

Remarque 32 Il convient de souligner que pour les équations différentielles linéaires non homogénes du
second ordre & coefficients constants on peut discuter différents cas selon la forme du second membre mais
tous ces cas ont en commun le fait que ['on cherche une solution particuliére z(x) ayant la méme forme que
le second membre f(z) afin de faciliter d’avance lidentification des coefficients des termes semblables pour
déterminer les coefficients indéterminés intervenant dans z(x)

6.5 Quelques applications des équations différentielles

6.5.1 Exemple d’utilisation des équations aux variables séparables dans la description
de la croissance démographique

Dans un rapport des Nations Unies (voir [?], page 76), la population de 'Europe est estimée a 641 millions
d’habitants en 1960, et & 689 millions d’habitants en 1970.

Dans les efforts (planification oblige) de trouver une fonction P(¢) qui exprime le nombre d’habitants en
Europe en fonction du temps, plusieurs tentatives sont de primes abords possibles.
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1. On peut vouloir trouver une fonction linéaire P(t) = ax + b et exploiter les données ci-haut pour
calculer les coefficients a et b . On considérerait dans ce cas que la représentation graphique de
Pévolution de cette population est une droite qui passe par les points (1960,641) et (1970,689) et
dans ce cas on aurait évidemment :

689 — 641 48
P —641 = 1970 — 1960 (t —1960) = P(t) = 641 + 10 (t —1960)

Selon cette approche, I’évolution de la population d 7Europe serait donc représentée par la fonction
P(t) = 4.8t + 10049

Ce modéle?® présente des lacunes flagrantes dans la mesure ot la fonction P(t) = 4.8t + 10049 &
laquelle il conduit traduit que la croissance annuelle de la population d’Europe est constante et est
égale & 4.8 millions d’habitants ; ce qui est inacceptable! En effet, la contradiction vient du fait quune
telle croissance, absolument constante, semble indépendante de la taille de la population alors que
méme le simple bon sens permet de comprendre que les populations ont tendance & croitre plus (en
chiffres absolus) lorsqu’elles deviennent plus grandes.

2. Selon ce méme rapport des Nations Unies, la croissance relative de la population de 'Europe était
estimé & 0.72% par an, sur la période de 1960 & 2000. Il est en fait logiquement acceptable qu’un
taux de croissance relatif d'une population soit constant pendant une certaine période.

Ainsi, si Py est la population initiale, aprés une année elle sera de Py + Py X % de sorte que l'on
peut écrire P; = Py (1 + 0.0072) et ensuite Py = Py (1.0072)* .
Comme pour le cas d’une capitalisation & intéréts composés, aprés n années, cette population d’Europe
sera égale a :

P, = Py (1.0072)" = 641 x 1.0072!1960

Ainsi P(t) = 641 x 1.0072!71960 exprime le nombre d’habitants en Europe en l'an t € [1960, 2000]
, période durant laquelle le taux de croissance relatif de cette population était supposé constant et
égale a 0.72%.

Il s’agit effectivement d’une fonction croissante étant donné qu’elle est de type exponentielle de bage
a=1.0072>1.

Illustration 40 — Selon le méme document, le taux de croissance annuel de la population du Zimbabwe
était estimé o 3.5% durant les années 1970 et 1980.

1. Ezprimer le nombre d’habitants du Zimbabwe en fonction du temps durant la période précitée.

2. Il est connu que cette population du Zimbabwe était de 5 millions d’habitant en 1969. En supposant
ce tauz relatif toujours constant, calculer cette population en 1989, en 2009 et en 2029.

3. A la lumiére de vos réponses en 2), partagez-vous l'opinion des experts d’apres lequel si ce tauz
relatif de baisse pas, la population du Zimbabwe va se doubler tous les 20 ans ?

Pour la loi de croissance exponentielle de la population, nous venons d’obtenir une fonction du genre
P(t) = Aa' , avec a > 1. Cette formule est appelée loi de croissance naturelle ou encore loi de Malthus.

Le taux de croissance par habitant (per capita) d'une telle population est défini par I;T(tt)) et est donc égal
au rapport entre le taux de croissance instantané de la population et la taille de la population.

3. Un modéle de croissance linéaire de la population est inacceptable.
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En P’absence d’émigration et d’immigration, le taux de croissance per capita d’une population sera égale
a la différence entre les taux de natalité et de mortalité. Ces taux dépendent de multiples facteurs dont la
distribution des ages, les ressources disponibles (alimentation, espace de vie), présence des parasites ou méme
des prédateurs...

Pour cette loi de Malthus de croissance exponentielle, qui est le modéle le plus simple d’évolution d'une
population, on suppose que le taux de croissance per capita est constant dans le temps.

En effet, d’'une part,P(t) = A x ¢!!"® et d’autre part P(t) = Aa? . Il en résulte que I'on peut écrire :

P(t) = A x et

Il en résulte que :P'(t) = A x Ina x e!™% =1Ina x (Axe'm?) =Ina x A x a’ =Ina x (P(t))

La relation P (t) = Ina x (P(t)) implique naturellement que
— = =Ina

. Ainsi, le taux de croissance per capita vaut Ina .
Une autre caractéristique des fonctions exponentielle de type P(t) = Aa' avec a > 1 est que leur temps
de dédoublement est constant.

Le temps de dédoublement T dune telle fonction est défini comme le temps nécessaire pour que sa valeur
double.
Pour calculer 7, il suffit donc de résoudre 1’équation :

Pt +7) = 2P(t)

On obtient :
AdtT = 24d!
= a7 =2d' = ala” = 24
= a =2
In2
= 7=log,2= na
na

En bref, d’aprés le modeéle de croissance exponentielle d’'une population donnée, elle est exprimée par
P(t) = Ad® et tant que ce modele tient debout, une telle population doit doubler tous les 7 = L% années.

En revenant & I'exemple du Zimbabwe dont le taux de croissance annuel de la population était estimé
4 3.5%, l'évolution de cette population était exprimée par la fonction P(t) = 5 x 1.035/71969 et d’apres
la conclusion précédente, cette population devrait doubler tous les 7 = 1nlf.§35 ~~ 20.14879... années. Les
affirmations des experts étalent donc évidemment plausibles et méme trés élémentaires.

Il convient enfin de souligner que dans la réalité la croissance exponentielle d'une population ne
peut &tre un modéle conforme ou acceptable de croissance que pour une durée limitée. Il existe d’autres
modéles de croissance concurrents et dans les lignes qui suivent, nous en détaillons deux, caractérisés par

I’hypothése d’une taille maximale de la population.
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6.5.2 La croissance d’une population vers une limite supérieure

Si pour des raisons de taille du territoire, de la quantité de ressources disponibles pour en assurer le
développement ou d’autre types de contraintes la taille d’une population ne peut pas excéder une limite K,
les experts admettent que le taux de croissance d’une telle population sera d’autant plus grand que sa taille
sera éloignée de la limité K et sera alors proportionnelle & la différence entre K et sa taille.

On obtient alors :

dP

o= (k- P):>dP:r(K—P)dt:>

= rdt

K-P
rdt = —In(K —P)=rt+c=In(K —-P)=—c—rt

= K—P=e¢ —c—rt _ e—ce—rt — Ce—rt
= P{t)=K—-Ce ™ =K—Ae™"™ en posant la constante C = A

En observant la fonction
P(t)=K — Ae "t

avec r > 0 , ainsi obtenue on constante sans difficulté qu’elle posséde les propriétés suivantes :

1. Elle est monotone croissante.
En effet, P'(t) = (K — Ae*”)/ =rdAe ™ >0, Vtel0,+oo

2. Elle est concave.
En effet, P"(t) = (rA_”), =—r?Ae " <, Vte|0,+oo]

3. Son taux de croissance est effectivement proportionnel & la différence entre sa valeur et la limite K.
En effet P'(t) = (K - Ae‘”), =rAe " =r (K — P(t))

4. Comme en plus,
lim P(t)= lim (K—-Ae ™) =K

t——4o00 t——4o00
on en déduit que cette fonction posséde la droite y = K comme asymptote horizontale.

La FIGURE 1 donne, a titre illustratif, la représentation graphique correspondant au cas P(t) = 15 —
10e=96 o1t on woit clairement toutes les propriétés citées ci haut.

6.5.3 Croissance logistique d’une population

Le modéle précédent suppose que le taux de croissance P (t) de la population et le taux de croissance

relatif (per capita) ((t)) de la population diminuent continuellement lorsque la taille de la population aug-

mente.
Cette hypothése ne parait acceptable pas aux yeux de nombreux observateurs surtout lorsque la taille de
la population est faible relativement a sa limite supérieure K.

On préfere pour cela un modéle de croissance de la population ol le taux de croissance relatif ﬁ(t)) est

approximativement constant c-a-d. que la croissance suit approximativement une loi exponentielle de type
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Malthus avec un taux de croissance P’ (t) croissant, lorsque la population est faible et ou le taux de croissance
relatif I;T(tt)) converge vers zéro lorsque la taille de la population s’approche de la limite K.

Dans ce cas, on corrige le modéle de Malthus en admettant que le taux de croissance de la population
% est certes proportionnel a la population P(t) mais dans I’expression % = cP(t) on estime logique que
la constante ¢ de proportionnalité n’est plus une constante mais une fonction qui décroit a mesure que la

population P augmente.

Il s’agit d'un modéle qui a été proposé par Pierre Francois Verhulst alors qu’il était chargé, semble-t-
il, par son professeur Adolph Quetelet, d’étudier un modéle d’évolution de population qui tienne vraiment
compte d’un frein dans ’évolution de la population.

Verhust proposa, pour diverses raisons que la constante c¢ soit une fonction affine décroissante de P et
prit donc c =17 (1 — %P) avec r > 0 et K > 0 étant la limite supérieure de la valeur de la population.
Cela conduit alors a 1’équation :

dpP P apP r

Pour chercher la valeur de la fonction P , il suffit de remarquer qu’en arrangeant convenablement les
termes (séparation des variables) on obtient :

dP r dP r
—=—=(K-P)= | —<= [ —=dt P
TR ) /P(K—P) /K teo
Pour mieux calculer l'intégrale de gauche [ % , décomposons la fonction & intégrer en somme
d’éléments simples en cherchant A et B tels que :
1 A B

P(K—P) P K—P
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IL en résulte que :
AIK-P)+BP=1=(B-A)P+AK =1

Ce qui conduit au systéme :

B—A=0 B=A 1
:{AKzl :{A:}( :A_B_E
On obtient dans ce cas :
dP —dpllJrl 1 _dP+ dP
P(K —P) KP K(K-P)] KP K(K-P)

Dans ce cas le calcul [ % = [ #dt + ¢ devient :

P P r 1 1 r
=Ty ~In(P) - = In(K — P) = ¢
KP+/K(K—P) giH o= gl — 2 )= gttt

On a:
1 1 P P
?[lnP—ln(K—P)] = %t+coz> ?ln (K—P) = Ir(t—l—co:>1n<K_P> =71t + ¢y
On ontient :
P P
<K — P) = "0 = g0 = Cpe™  avec Cp=e® = %P Coe"
Pour expliciter la fonction inconnue, cette derniére relation donne :
P = KCpe™ — PCye™ = P (1+ Coe'") = KCpe™
En simplifiant par Cpe’ on obtient :
KCye K
== 1+C0'§e” T Tt
Co
En posant A = C% on obtient en définitive :
K
Plt)y= —
®) 14 Ae—"t
La fonction P(t) = # est appelée fonction logistique * et on parle dans ce cas de la croissance

logistique de la population jusqu’au niveau K.

Il s’agit d’une fonction assez souvent utilisée dans beaucoup de modeéles des Sciences sociales et de ’Eco-

nomie.

La fonction logistique posséde les propriétés suivantes :

4. C’est dans sa publication de 1845 que Verhulst nomme cette fonction courbe logistique sans donner de justification a ce

terme. Sa courbe ayant la forme d’un S on I’appelle parfois aussi sigmoide

UOB, Mars 2025 161 Ceci est brouillon incomplet, version de 1°* octobre 2025



© Dr Zihindula Biguru Lucien Notes d’Analyse Infinitésimale

1. elle est croissante.

En effet,
, K\  ArKe™
P(t)= = >0, Vtelo,
Q <1 + Ae‘”) (1+ Ae—t)? 0, +o0]
2. la fonction logistique posséde un point d’inflexion en un point ¢; d’abscisse t; = % et d’ordonnée
Pt)=1%
En effet,

Pl = (P'0)
= |Arke™ (14 Ae—”)‘ﬂ/
= —ArPKeT (14 Ae) 4 Arke ™ |2 (14 AeT) T (—Are ™)
= ArK [—reT (14 AT T 2rAe T (14 A7) |

De la relation

"

P (t)= ArK [—re_” (1 + Ae_rt) 2 + 2rAe2mt (1 + Ae_rt) 73}
on déduit que si ¢; est I'abscisse du point d’inflexion, alors P” (t;) = 0 et dans ce cas :
[—refm' (1 + Aefm)72 + 2rAe 2t (1 + Ae*”i)fﬂ =0

Et dans ce cas :

—re "t (1+ Ae*m)f2 = —2rAe 2t (1+ Ae*m)f3

On en déduit que :

— AT (L4 AT T = 2 fAeH (1 4 AemTh) P

4

1=2A¢ " (1+ Ae*””‘)_1
B 2Ae~"ti

= 1A

Ae Tt 1

1

Y

14+ Ae—"ti 2
24¢7 " =1 4 Ae "l

1
A —rt; _ 1= —rt; _
e e A

—’f‘ti =—InA
~InA

r

O

i
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L’ordonnée du point d’inflexion est alors :

K K K K K K
P(tz): — A “nAd L = T = = —
1+ Ae 5 1+ Ae 1+ Aem)  1+AL 141 2
Il en résulte que la fonction logistique P(t) = 71+£_M admet le point

WA K
r 2

comme point d’inflexion et on montre aussi aisément qu’il s’agit d’une fonction convexe (taux de croissance

de la population croissant) en tout t < t; = % et concave (taux de croissance de la population décroissant)
pour t > t; = %.
En représentant la fonction logistique P(t) = 13 r; on peut visualiser sans difficulté toutes les pro-

1+5e 2

priétés démontrée ci-haut :
e
-
//

- H

On peut aussi observer les mémes propriétés pour la fonction logistique P(t) = H%QO& dont le point
d’inflexion est (1%%’) , 5) .
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